Université Claude Bernard - Lyon 1 Semestre d’automne 2022-2023
Math III - Cursus préparatoire 2A Durée : 1 heure et 30 minutes

Partie commune - Devoir numéro 4

Le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, a la précision et d la concision de la rédaction.
Si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa copie et
devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené a prendre.

Dans toutes les questions, il sera tenu le plus grand compte de la rigueur de la rédaction ; toute réponse insuf-
fisamment justifiée sera considérée comme nulle.

Partie ALGEBRE

Exercice 1. Soit a € R%.. On considere la matrice réelle

24a 4—a 2—a
A= 2 a -2
-2 4—a 6
1. Montrer que le polynéme caractéristique de A s’écrit sous la forme y4 = (X —b)(X —b—a)(X —a) ou b
est un réel a déterminer.
2. Déterminer, en fonction des valeurs de a, si la matrice A est diagonalisable dans M3 (R).
3. Quel est, en fonction des valeurs de a, le polynéme minimal de A?
4. On suppose dans cette question que a = 1.
(a) Diagonaliser A.

(b) Déterminer une matrice M € M3(R) telle que M? = A (il n’est pas nécessaire de faire un calcul

explicite d’inverse pour répondre).

Exercice 2. Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie n > 2 et f € L(E) tel que f — 51dg est bijectif,
(f =51dp)? o (f*+ f = 2Idp) o (f ~1dp) = Og(m) et 2+ f—21dp # Og(p).

1. Montrer que 5 n’est pas valeur propre de f.
2. Montrer que f n’est pas diagonalisable. L’endomorphisme f est-il trigonalisable ?

3. Montrer que la trace de f appartient a Z.



Partie ANALYSE
Exercice 3. Pour tout n € N, on note f, : R — R la fonction définie par

Ve eR, fuo(z)=In(1+e ™).

—+oo
On note F' = Z fn la fonction somme de la série de fonctions Z fn-
n=0 neN

1. Montrer que le domaine de définition de F est |0; +o0].

2. Montrer que la série de fonctions Z fn ne converge pas normalement sur ]0; +o0|.
neN

3. Soit a > 0. Montrer que la série de fonctions Z fn converge normalement sur [a; +o00].
neN
4. Justifier que F' est continue sur ]0; 4+o0].

5™(3 1
Exercice 4. On considére la série entiere de variable réelle Z Mx?’

n
n2

neEN*
1. Déterminer le rayon de convergence noté R de cette série entiere.

2. Déterminer le domaine de convergence (dans R) de cette série entiere.

5"(3n+1)
n2

la série de fonctions Zun converge uniformément sur [—R;0]. Indication : pour x € [—R;0|, regarder le

3. Pour tout n € N*, on note u, : [-R;0] — R la fonction définie par u,(z) = 23", Montrer que

signe de un(x) selon les valeurs de n.

+o0 +oo (_1)n 7_‘_2
4. On note S = g u, la fonction somme de cette série de fonctions et on admet que g = ——.
n2 12
n=1 0 n=1
Calculer explicitement / S(z)dx.
-1/V5



Correction du Devoir Surveillé 4 - partie commune

Correction de 1’exercice 3

1. Le domaine de définition de F' correspond au domaine de convergence simple de la série de fonctions Z fn-

Soit z € R. Si ¢ < 0, alors e™™* — 400 d’ou f,(x) —> oo # 0. Ainsi, la sére numérique Z fn(x)
n—-+o0o n—-+00

diverge grossierement. Si z = 0, alors pour tout n € N, f,(z) = In(1 +¢€°) = In(2) — In(2) # 0

n——+00

—nx

donc la série numérique Z fr(0) diverge aussi grossiérement. Si z > 0, alors e — 0 donc par les

n—-+oo
développements limités usuels en O :

0 S fn(x) _ ln(l + efnw) — e % + 0 (efnw) ~ e T — (efzr)n

n—-+oo n—-+oo

Or z > 0donc 0 < e™® < 1 et la série géométrique Z(e‘x)" converge. Par comparaison de séries a termes
positifs, la série numérique Z fn(x) converge. Ainsi, le domaine de définition de F est ]0; +o0].

nT

2. Soit n € N. Puisque la fonction © — e™"* est décroissante sur R, et la fonction  — In(1+4z) est croissante
sur RT, par composition, la fonction f,, est décroissante sur ]0; +oo[ (on peut justifier que f, est dérivable
et montrer que pour tout x > 0, f/(z) > 0 si on préfere). Comme de plus elle est & valeurs positives et
igr%) fn(z) =In(1 + €) = In(2), la fonction f, est bornée sur ]0; +-00[ et sa décroissance entraine

[frlloojostoo = sup  [fa(z)[= sup fu(z) = lim fn(z) = In(2).
2€]0;400[ 2€]0;+00[ z—=0

La série numérique g [l flls:j0;+-00[ diverge (grossierement), donc la série de fonctions E fn ne converge
pas normalement sur ]0; +o0].

3. Soit a > 0. Par I’étude précédente, pour tout n € N, la fonction f,, est bornée sur [a; +oo et

an||00;[a;+00[ = Sup [|fn(33)| = fn(a)

r€|a;+oo

Or comme a > 0, I’étude de la convergence simple effectuée dans la question 1 montre que la série numérique
Z | frlloos[as 400 = Z fn(a) converge, ce qui prouve la convergence normale de la série de fonctions z In
sur [a; +o0].

4. Pour tout n € N, la fonction f,, est continue sur ]0; +o0o| comme composée de fonction continues. De plus,
pour tout segment [a; b] inclus dans ]0; +00], on a vu que la série de fonctions Z fn converge normalement sur
[a; +00], donc sur [a; b]. Par conséquent, elle converge uniformément sur [a; b]. Par le théoréme de continuité

des séries de fonctions, on en déduit que la fonction somme F' est continue sur ]0; +o00|.

Correction de 1’exercice 4

1. Il s’agit ici d’une série lacunaire Notons R son rayon de convergence. Soit x € R. Posons, pour tout n € N*,

5"(3n + 1
Uy = %IS”. Si z # 0, alors |u,| > 0 pour tout n € N* et
tns1| 57T (3 + 4) |z n? _ 5z Bn+4n® 5z’ 30 5 o
un| (n+1) 53+ 1) [z Bn+1D(n+1)2nst0 303 nooo

Par ailleurs, la stricte croissance de la fonction cubique (et donc de sa réciproque t — Y/ 3) sur R entraine

3 3 1
Sl <1 = |z]" < = <= |z| < ==

1
5 75



Ainsi, si |z| < 1/V/5 (avec z # 0), alors 5 |z° < 1 et la regle de d’Alembert pour les séries numériques
implique la convergence de la série numérique Z |ty |. On en déduit que la série numérique Zun =

5"(Bn+1) 5,
2T
n2
De méme, si |z| > 1/¢/5, alors 5|z[> > 1 et la régle de d’Alembert pour les séries numériques implique

converge absolument pour tout x non nul tel que |z| < 1//5 donc R > 1/+/5.

la divergence grossiere de la série numérique Z |tn]. On en déduit que la série numérique Zun =

5"(3n+ 1)
>
quent, on obtient 1'égalité R = 1/+/5.

x3" diverge aussi grossierement pour tout z tel que x| > 1/ /5 donc R < 1/4/5. Par consé-

. Notons D le domaine de convergence de la série entiere étudiée. Par le cours, on sait que | — R; R[C D C

[—R; R] donc il reste a étudier la convergence en = R et x = —R. Pour z = R, on a

57(3n+1) 5, 5°(3n+1) 1 3n+1 3
O S P L N L ~
n? n? 5n n? n—+oon

1
Puisque la série de Riemann Z — diverge (et 3 # 0), par comparaison de séries & termes positifs, la série
n

Z 5"(3n+1)

3" diverge.

n2
Pour x = —R, on a pour tout n > 1,
5"(3n +1 —1)3"(3n + 1 3n+1 3n+1
pim 2B D) o FUTBn D) padntl o St
n n n n
3 1 3 1
donc la série numérique Zvn est alternée. De plus, |v,| = % =—+— — Oetpourtout n>1,
n n n“ n—-+oo

0 <n? < (n+1)? d’olt par décroissance de la fonction inverse sur R%

| | 3 n 1 < 3 n 1 o]
Un = — — = |Un
T T n+1)?2 w2

Ainsi la suite (Jup|)nen- est décroissante. Par le critére des séries alternées, la série numérique E Uy, est

donc convergente. Ainsi, le domaine de convergence D est [—R; R|.

57(3n + 1) [«
. Soit € [—-R;0], alors on peut écrire = — |x| ce qui entraine : Vn € N*, u,(z) = (—1)”M

57(3n + 1) |z>"
¢ 2

n2

ave > 0, donc la série numérique E up () est une série alternée. Comme 5 |z|” < 1, on

n
montre comme ci-dessus que

un(z) — 0 et funpr(2)] < |un(2)|

n—-+oo

donc la série numérique Z un () vérifie le critere des séries alternées (ce qui redémontre la fait que la série
+oo
de fonctions Z uy, converge simplement sur [—R;0]). Si 'on note R, (z) = Z ug(z), le critere des séries
k=n-+1
alternées entraine alors

57 3n +4) )" Glz)"T Bn+4) _ 3n+4
< = = < .
| R ()] < |ungi(z)] (n+ 1)2 (n+ 1)2 = (n—|— 1)2

La majoration obtenue étant valable pour tout = € [—R; 0], on en déduit que pour tout n € N*, la fonction R,
est bornée sur [—R; 0], et comme la borne supérieure d’un ensemble est le plus petit majorant de ’ensemble,

on a aussi

3n+4
|Rn||oo; —R;0] = Sup |Ry(2)| < ——— —
‘ o) z€[—R;0] (n + 1)2 n—4o0

Ainsi, || Ry ||oo;[— ri0) njm 0, ce qui démontre que la suite de fonctions (R, ), converge uniformément vers

la fonction nulle sur [—R; 0]. Par conséquent, la série de fonctions Z u, converge uniformément sur [—R; 0].



4. Puisque, pour tout n € N, la fonction u, est continue sur [—R, 0], et que la série de fonctions Z Uy, converge

uniformément sur le segment [—R; 0], le théoréme d’interversion série/intégrale entraine

5n 3n+1 3n +o00 5n _— _+oo_g <_1>3n+1_1+oo (71)71 . 7T2
/ S(z dx—Z/ dx Z [ ]—R_Z n2 5 _\3/57Z:1 n2 1295

n= 1 n=1




