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Partie Algebre
Correction

Exercice 1. Soit F un espace euclidien. Soit © un endomorphisme auto-adjoint de E. Montrer
que deux vecteurs propres de u associés a deux valeurs propres distinctes sont orthogonaux.

Solution. Soient vy et vy deux vecteurs de u associés respectivement aux valeurs propres A1 et
Ao avec A1 # Xo. On calcule d’un cété

(u(v1), v2) = (A1, v2) = A1 (v1,v2),

et d’un autre coté, puisque u est auto-adjoint, on a

(u(vy),v2) = (v1,u(va)) = (v1, Agv2) = Aa(v1, v2).

Ainsi, on a

()\1 — )\2)(1)1, U2> =0

et finalement (vy,ve) = 0 puisque A1 # A\y. Donc v et ve sont orthogonaux.

Exercice 2. On considere la matrice
2 21
A=12 5 2
1 2 2

1. Justifier I'existence d’une matrice orthogonale P telle que P~'AP est une matrice diago-
nale.

Solution. Considérons R® munit du produit scalaire classique. Soit u I’endomorphisme dont
la matrice dans la base canonique est la matrice A. Puisque la matrice A est symétrique, u
est auto-adjoint et donc il existe une base orthogonale B de R? dans laquelle la matrice de
u est une matrice diagonale, disons D. Soit P la matrice de passage de la base canonique a
la base B. On a donc P"'AP = D. De plus, P est orthogonale puisque la base canonique
et la base B sont orthonormées.

2. Calculer une base et la dimension du noyau de la matrice A — I5.
En déduire que 1 est valeur propre de A.

Solution. Le vecteur t(xq,x9,x3) est dans le noyau de A — Iy si et seulement si

221 4+ 220+ 23 — 21 =0,
2x1 + 5xo 4 223 — 29 = 0,
T + 229 + 223 — x3 = 0.

Apreés calcul, on trouve que ce systéeme est équivalent a I'équation x1 + 2x9 + x3 = 0.
Donc le noyau de A — 15 est de dimension 2 et admet pour base, par exemple, la famille
(*(1,0,-1),%0,1,—2)). Puisque ce noyau est de dimension 2, il suit que 1 est valeur propre
de A de multiplicité 2.
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3. Déterminer la deuxieme valeur propre de A.
Calculer une base et la dimension du sous-espace propre correspondant.

Solution. La trace de la matrice A est 9. Puisque 1 est valeur propre de multiplicité 2,
on voit que la deuxiéme propre est 7. On calcule le sous-espace propre correspondant. Le
vecteur ¢ (ml, Za, :cg) est vecteur propre de valeur propre 7 si et seulement si

221 + 2x9 + 23 = Ty,
2x1 + 5xo + 223 = Txo9,
T + 229 + 223 = Tx3.

Aprés calcul, on trouve que ce systéeme est équivalent au systéme

1 —x9+a3=0,
332—23;3:0,

et donc ce sous-espace propre est de dimension 1 (comme il se doit) et admet pour base
("(1,2,1)).
4. En déduire une matrice orthogonale P telle que P~'AP est diagonale.

Solution. On pose a; = '(1,0,—1), az = 1(0,1,—2) et ag = (1,2,1) les vecteurs propres
calculés aux questions précédentes. Par le procédé de Gram-Schmidt, on calcule

0 1 -1
a’:a2—<a1’a2>a1: 1 2 0]l=1(1
i (a1, a1) —2) 2\ —1
tel que (a1, al) est une base orthogonale du sous-espace propre associée & 1. On pose
finalement
1
€1 = mal = t(l/\/ﬁv 0, _1/\/5)1
1
€2 = ”T/QHG’IQ = t<_1/\/§7 1/\/57 _1/\/§>7
1
€3 = mas = t(l/\/éa 2/\/67 1/\/6)
3

Alors (e1, ea,e3) est une base orthonormée de R? sur laquelle la matrice de u est

1
D=0
0

o = O
N O O

La matrice P est la matrice de changement de base de la base canonique a la base (e1, ez, €3)

et donc 1/ﬁ 71/\/§ 1/\/6
P= 0 1/vV3 2/V6
NI YN SRV

Exercice 3. On munit R? du produit scalaire canonique. Soit f une rotation du plan vectoriel
R? telle qu'il existe une base (u,v) sur laquelle la matrice de f est

a=(5 0):

On cherche a déterminer les vecteurs u et v et I'angle de f.
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1. Donner, sans démonstration, I’expression de la matrice de la rotation d’angle 6 dans une
base orthonormée. Quelle est sa trace ?

Solution. La rotation d’angle 6 a pour matrice dans une base orthonormée
cosf —siné
Rog=|{ .
0 (sm@ cosf >
De plus, la trace de Ry est 2 cos .

2. Justifier pourquoi la trace d’un endomorphisme est indépendante du choix de la base.
En déduire que I'angle de la rotation f est +7/3 (mod 27).

Solution. La trace d’un endomorphisme est la somme de ses valeurs propres (avec mul-
tiplicité) et donc est indépendant du choix de la base. On peut aussi utiliser la formule
Tr(MN) = Tr(NM) pour deux matrices carrées M et N. Si M et My sont deux matrices
associées a I’endomorphisme dans deux bases distinctes, alors il existe une matrice inversible
P telle que My = P~'M, P et par la formule ci-dessus avec M = P~ et N = M, P, on
obtient bien Tr(Msy) = Tr(M;).

La trace de la matrice A est 1 donc, par la question précédente, il suit que 2cosf =1 ot 0
est I'angle de f, d’oti cos =1/2 et = £7/3 (mod 2).

3. Soient a et b deux vecteurs de R2. Montrer que ||f(a)|| = ||a|| et (f(a), f(b)) = (a,b).

Solution. Puisque f est une rotation, f est un endomorphisme orthogonal et donc on a

bien |[f(a)|| = llall et (f(a), f(b)) = {a,b).
4. On pose U = |[ul|?, V = |[v||? et S = (u,v). Montrer qu’on a

U = 4U + 9V + 128,

V=U+V+285,

S =—-2U — 3V —55.
(Indication : calculer (u,u), (v,v) et (u,v) en utilisant la question précédente.)
Solution. On a

= [[ull® = [IF (W)lI* = (f (w), f(u)) = (2u+ 3v, 2u + 3v)
= 4(u

,u) 4+ 6(u, v) + 6(v,u) + 9(v,v)
= 4<u,u> + 12(u, v) + 9(v,v) = 4U + 125 + 9V.

De méme, on calcule

V= o> = [If()]? = (f(v), f(v)) = (~u — v, —u—v)
= (u,u) + (u,v) + (v,u) + (v, v)
= (u,u) + 2(u,v) + (v,0) = U +2S + V.

Et on trouve aussi finalement

S = (u,0) = (f(u), f(v)) = (2u+ 3v, —u — v)
= —2(u, u) — 2(u,v) — 3(v,u) — 3(v,v)
= —2(u,u) — 5(u,v) — 3(v,v) = —2U — 55 — 3V.

On note (e, e2) les vecteurs de la base canonique de R?. On suppose & présent que u = e;.
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+1/2/3 1/2v/3

Solution. On a donc U =1 et le systéme

. —1/2 . : —1/2
5. En déduire qu'on a v = . On choisit pour la suite v = .

1=4+9V +125

V=1+V+2S§

S=-2-3V —5S.
On trouve la solution S = —1/2 et V =1/3.
On écritv ="(z,y). OnaV =x?+y? et S=z. Doncx = —1/2 et y> =1/3—-1/4 = 1/12,
d’ot1 y = £1/2+/3. Pour la suite, on prend y = 1/2+/3.

6. Déterminer le signe de I'angle de la rotation f.

1 2 >
f(e1) = 2e1 + 3 :2<>+3< ):( )
(61) €1 v 0 ﬁ @

D’un autre coté, on a f(e1) = ‘(cos®,sinf). Donc I'angle de la rotation f est w/3.

Solution. On a

7. Quelle est la matrice de f dans la base canonique ?

Solution. Puisque la base canonique est une base orthonormée, la matrice de f sur cette
base est donnée par Ry 3 et donc c’est la matrice

(5 )



