Université Claude Bernard - Lyon 1 Semestre de Printemnps 2012-2013
Math IV - PMI Durée: 1 heure et 30 minutes

Partie commune - Devoir numéro 2

Le candidat attachera la plus grande importance & la clarté, a la précision et a la concision de la rédaction.
Si un candidat est amené & repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé, il le signalera sur
sa copie et devra poursuivre sa composition en expliguant les raisons des initiatives qu’il a été amené a
prendre.

Dans toutes les questions, il sera tenu le plus grand compte de la rigueur de la rédaction ; toute réponse
insuffisamment justifiée sera considérée comme nulle.

Les calculatrices ne sont pas autorisées. Les exercices sont indépendants.

PARTIE A

Exercice 1 ;: Théoréme de convergence dominée
En utlisant le théoréeme de convergence dominée, déterminer
] +o0 esin(%)
lim ———dz.
n—+oo fo 14+ =x
Exercice II : Séries de fonctions

—nT

e
1. Pour quelles valeurs de = € R, la série de terme général f,(z) = T3 n ¢ N*,  estelle
convergente 7
+oc e N
2. o Yz >0, = .
On pose T > flx) ; T2

Montrer que f est continue.
k
3. Vérifierque: VieR, VkeN, (1-#) *=1-t""
n=0

“+oo 1
En déduire que : V¢ € [0, 1], Zt” =1—3

120
+oo
4, Montrer que E e~ ™" converge pour tout x > ( et calculer Z e ",
n>l n=1

5. Endéduire que:  lm f(z)=0.
T30

A . .
6. Montrer que Z fr et Z f,, sont uniformément convergentes sur [a, +col, pour tout a > 0.
n>1 n>l

7. En déduire que :
1

er — 1"

vz >0, f (x)+ flz)=



PARTIE B

Exercice III
Dans cet exercice on note py la projection orthogonale sur un sous-espace H d'un espace euclidien.

1) Soit E un espace vectoriel euclidien dont le produit scalaire est noté {., .}, et soit e et f deux vecteurs non
nuls de £ tels que e 1 f. On note F' le sous-espace vectoriel de ' engendré par e et f.
Montrer que pour tout z € £ :

(2,0 (@]
e’ N

2) Dans cette question £ = R* muni de son produit scalaire canenique. On note :

pr(z) = I

a=(1,2,-1,2) et c¢=(1,7,55)

puis F le sous-espace vectoriel de R? engendré par a et ¢ et & le sous-espace vectoriel de R* défini comme
G={(z,1,2t)eR* | z+2y—2+2t=0et x+ Ty+ 5245t =0}.

a) Rappeler la définition de FL.
b) Montrer que G = F*.
¢) En utilisant la méthode de Gram-Schmidt, déterminer un vecteur non nul b € F tel que a L .
d} On note d = {30, 30, 30, 30). Expliciter pr(d) puis pel(d).
Exercice IV
Dans cet exercice, E désigne 1’espace vectoriel réel (parfois noté Rz[X]) des polynémes & coefficients réels
de degré inférienr ou égal & 2.
On note ¢ Ia forme quadratique sur F dont la matrice dans la base canonique (1, X,X?) de E est:

1 -1 1

Par ailleurs, pour toute fonction continue i valeurs positives w de [—1, 1] vers R on définit une application
gw de F vers R par la formule

1
4w(P) = [ PGPu(e)de

1) Montrer que @ est une forme quadratique définie positive. Il est vivement recommandé d'utiliser la
réduction en carrés dite de Gaufl.

2) Soit w une fonction continue & valeurs positives de [—1, 1] vers RT. Dans cette question, on suppose en
outre que w n'est pas la fonction nulle.

a} Montrer que g, est une forme quadratique sur E.

b) Montrer qu'il existe deux réels a et b avec

-1 <a<b<1

tels que pour tout ¢ € [e,b], w{t) soit strictement positif.
c) Montrer que g est définie positive sur F.

3) Montrer qu'aucune des formes quadratiques g, n'est égale & Q. {Indication : supposez @ = gu. En fixant
votre regard sur le coefficient central de A, qui vaut 2 et le coefficient sud-ouest, qui vaut 1, vous arriverez
peut-&tre & voir que quelque chose ne marche pas comme ¢a devrait).
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Exercice 11
1) Seront acceptées les deux solutions suivantes, que je me borne i esquisser sur ce corrigé:

(v.e) (o)
eer " (. f)

que ¥ — y est orthogonal & I (parce qu'il est orthogonal & e et f donc & toutes leurs combinaisons linéaires).
* on se repose sur la formule du cours exprimant pp A partir d'une base orthonormée de F (celle en haut de
la page 3 du polycopié d'Alexei) et on 'applique & la base (e/|lell, f/IIf1).
2) a) Clest du cours.
b) On éerit gu'un vecteur est orthogonal & F signifie qu’il est orthogonal & toutes les combinaisons
linéaires de a et c. En une ligne de calculs, on constate que ¢a équivaut a étre orthogonal & a et ¢. Enfin
on constate que la définition de G en fait ensemble des vecteurs 4 la fois orthogonaux 4 a et ¢

* on fixe x € E et on note y le vecteur F. Hest évident que y € F puis on vérifie sans mal

¢) On doit déterminer un scalaire A tel que le vecteur b défini comme ¢ + Aa soit orthogonal & . On
peut savoir par coeur la formule A = — < a,¢ >/ < a,a > ou la retrouver en une ligne. Toujours est-il
que A = —=20/10= —2 puis b = ¢ — 2a = (-1, 3,7,1) - tout vecteur proportionnel & celui-ci, notamment
son opposé, sera bien siir accepté comme réponse valable 4 la question.

d) Pour pr(d), on applique méthodiquement la formule du 1) 2 x =d, e = e et f = b. Pour pp.(d) on
écrit que c’est d — pp(d). Si je ne me suis pas planté on attend les résultats:

pr{d) = 12a + 5b = (7,39,23,29) et pr. (d) = (23,-9,7,1).

Exercice IV

1) Soit un polyndme de degré inférieur ou égal & 2, noté P = a + bX 1+ ¢X?. L'utilisation de la matrice A
donne Pexpression : Q(P) = a® + 2% + 2¢2 — 20b + 20¢ ~ 2be.

Lorthogonalisation de Gaull de cette expression donne (¢ — b+ ¢)? + b% + ¢* forme sur laquelle on constate
gue la signature est (3,0) et donc que @ est définie positive.

2) a) (Je n'éceris pas tous les détails). On pose pour deux polynémes P et P, dans E':

by{F, Bs) = /1 Py (t)Py(t)yw(t) dt

-1
puis on vérifie que pour tout P, ¢, (F) = b, (F, P), que b, est symétrique et enfin que by, est linéaire &

gauche,
b) Il peut étre confortable de remarquer d’abord gue la restriction de w & ] — 1, 1[ n'est pas la fonction
nulle : une fonction continue nulle sur | — 1, 1] est aussi nulle anx extrémités, par passage & la limite.

On peut done prendre un tq €] — 1, 1] tel que 0 < w(ty). En appliquant la définition de “continuité” on
produit alors un % > 0, qu'on peut supposer plus petit que Min(ig + 1,1 — #g) pour lequel pour tout ¢
vérifiant [¢ — ly| < 9, on ait I'inégalité [w{t) — w(to)] < w(le)/2, ce qui entraine —w{ly)/2 < w(t) —w(ie)
puis w(le)/2 < w(t) et done 0 < w(t). I 0’y a plus qu'a poser @ = {p — et b= ig+ 7.

¢) On vérifie sans mal que g, est positive. Pour montrer qu’elle est définie, soit un P dans £ tel que
¢w(P) = 0. En écrivant 'encadrement :

0< fb[P(t)Fw(z)dz < f] [P(t))w(t)dt =0
o —1

b
on conclut que / [P 2w(t) dt = 0.
a

Puisqu’il s’agit d’une intégrale de [onction continue positive et que a < b, ¢’est done que la fonction

intégrée est nulle sur {a, b]. Comme w ne s’annule pas sur cel intervalle, c’est done que P est nul e tout

point de celui-ci. Le polyndme P a donc une infinité de racines; il est donc nul.
3} S'il existait un w tel que ¢, = @, on aurait alors b, (1, X?) = 1 {coefficient sud-cuest de A) et par ailleurs
bw(X, X} = 2 (coefficient central de 4). Mais par ailleurs b,,(1, X%} et by, (X, X) sont tous deux égaux par

1

définition a] t%w(t) dt. Contradiction !
-1



