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Exercice 1. Soit C* muni du produit scalaire hermitien canonique, et H le sous-espace de C* défini par
H={(z,y,2,t) €C, x4y +iz+2t =0}

1. Déterminer la dimension de H.

On rappelle que dans la convention du cours, un produit scalaire hermitien est linéaire a droite :
<(17 1,—4,2), (x,y, z,t)> =x+y+iz+ 2t

Le sous-espace H est donc orthogonal de vect(1,1, —i,2), qui est un sous-espace de dimension 1. Comme
dimH + dimH+ = dimC*, on a donc dimH + 1 = 4, et donc dimH = 3.

2. Déterminer une base orthonormée de H.

On peut commencer par une représentation paramétrique de H, en voyant I’équation comme une contrainte
qui donne la derniére coordonnée en fonction des trois premiéres :

1
H= {(x,y,z7—§(x+y+iz)7 (z,y,2) € R?’}.

Au passage, on retrouve le fait que H est de dimension 3. En choisissant + = —y,z = 0 on trouve le
vecteur
Uy = (17 _17070)7

puis en choisissant * = y = 0,z = 1, on trouve le vecteur
o1
U2 = (Oa 077’5 5)

L’intérét de ces choix est que {u1,us) = 0, ce qui va simplifier les calculs dans la suite. Ensuite on compléte
la famille {u1,u2} en une base de H, en prenant un vecteur plus ou moins au hasard dans H, par exemple
en choisissant x = 1,y = 0,2z = 1, et on obtient

us = (1,0,1,0).

La famille (u1,u2,us) est clairement libre et comme c’est une famille de trois vecteurs dans H qui est de
dimension 3, c’est donc une base de H.

On applique maintenant ’algorithme de Gram-Schmidt a cette base. On obtient

1 1

= U = 7(]4 _17070)7
[[ua | V2

v =1u, €

puis
<Ulau2> 2 3 1
=y — 2y = = — uy = —(0,0,4, -
V2 U2 ||U1||2 U1 uz, €2 ||'U/2HUQ \/g( ) 3272)3
puis
V3 = U3 (w1, u3) - <U2’US>’02 €3 = 71 V3
[[oa]|? ozl 7 [[vs]|

Calculs auxiliaires :



Donc
si bien que
et donc finalement

_ Lo /E(l 11 ;4)
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La famille (eq, es, e3) est une base orthonormée de H.

Remarque 1. Dans un cadre hermitien, avec un produit hermitien linéaire & droite comme dans le cours,
on utilise pour Gram-Schmidt la formule

uh = vy — (u1,v9)u1, (1)

de sorte que
(uh, u1) = (va,ur) — (u1,v2)(ur,u1) =0

si uy est unitaire. Noter qu’avec la formule
/
uy = vy — (vg,uq)uy, (2)

on obtiendrait

(u’z,ul) = (vg,u1) — (v2,u1) # 0.

Remarque 2. Dans beaucoup de copies, le point de départ était la base (u1,us2,us) de H avec
Ui = (71717030), U = (72‘703170)7 uz = (72,07071)'
On a alors ||u1||? = 2, et on pose

1
U1 = Uy, €1 = 5(717170a0)

Gram-Schmidt :

v, U
V2 = U — %1}1.
Calcul :
(’Ul,UQ) =1.
Donc
) 2
vy = ug — %vl = (—i/2,—i/2,1,0), ey = \/;(—z'/z ~i/2,1,0).
Enfin
U3 = U3z — 5(1)1,“3)@1 - g(vz,uzs)vz
Comme
(vi,u3) =2, (vo,uz) = —i

on trouve finalement

2i 3
V3 = us — U1 + gvg = (-2/3.-2/3.2i/3,1),  es = 2(-2/3,-2/3,2i/3,1).

3. Déterminer une base orthonormée de H-L.




Comme H = vect(1,1,—14,2)%, on a
H* = vect(1,1, —i,2)1+ = vect(1,1, —4,2).

On calcule
(1,1, —i,2)||*> = 7.

Donc une base orthonormée de H* est {eg} avec

1
€g = W(l, ].7 77:, 2)

4. Ecrire la matrice de la projection orthogonale sur H dans la base canonique.

On note py la projection orthogonale sur H dans C*. On peut partir de la formule de la projection
orthogonale sur un sous-espace & partir d’une base orthonormeée :

pu(z) = (ur, z)ur + (ug, x)us + (us, z)us, pour tout z € C*.
Mais il est plus simple d’utiliser la relation
Ve CH x=pp(z)+pg(z), (3)

en notant py1 la projection orthogonale sur H+ dans C*. Donc avec la notation {ep} de la question
précédente pour une base orthonormée de H+, on a

pu(z) =2 —pgi(x) =z — (eo, x)eg. (4)
On note ey = (1,1, —4,2), et B = (f;){1<i<4} la base canonique de C*. Calculs auxiliaires :

(66>f1) =1, (eé)af2> =1, (e6vf3) =1, <667f4> =2.

Donc . X
pu(fi)=h ?662?(6,—1,2‘,—2)7
1, 1
pH(f2)=f2—?eO=?( 1,6,4,—2),
i, 1
pH(fB):fi’) ?60—?( i, —1, 0, 21)7
2, 1
pu(fa) —f4—?60= —(-2,-2,2i,3),
si bien que

-2 -2 -2 3
Vérification partielle : la matrice ci-dessus est & symétrie hermitienne, ce qui valide en partie les calculs

précédents. En effet, une projection orthogonale est autoadjointe, et la matrice d’une application linéaire
autoadjointe dans une base orthonormée est hermitienne.

5. Soit @ = (1,1,4,7) € C*. Calculer la distance de a & H.




Par définition, la distance de a & H est |la — pg(a)|. Avec (3),

la = pa(a)ll = llpa (@),
et donc avec (4),

1
lla = pr(a)ll = ll(co, a)eol| = HT’H|(66’ a)|.
0

Calcul auxiliaire :
(ep,a) =1+ 2i, (€6, )| = V5.

o= patal = /2

Exercice 2. On considére B 'espace vectoriel des fonctions continues et bornées de R dans R que ’on munit
de la norme || - ||, et on note F' = vect(sin, cos) le sous-espace vectoriel de B engendré par les fonctions sinus
et cosinus.

Pour tout a € R et pour tout f € B, on pose

Na(f) = / | f(a)]da.

Donc

1. Montrer I’équivalence
(Vf € B, No(f) €R) < (a>0).

Si No(f) € R pour tout f de B, alors en particulier N, (1) € R, en notant 1 la fonction constante égale a
1, qui est continue et bornée donc appartient & B. Mais

~ Foo 2
Na(l):/ e~ dx

— 00

et cette intégrale est finie seulement si a > 0. En effet, si a < 0, la fonction x — e~ tend vers 400 en
400, donc son intégrale sur R n’est pas finie.
Réciproquement, si « > 0, soit f € B. Pour tout x € R, |f(z)] < || f|lcc- Donc

“+o0

+OO 2 2
Na(f) < / e | flloe di = ||l / e da,

— 00 — 00

et cette derniére intégrale converge par décroissance rapide de ’exponentielle. (On peut par exemple
comparer a une intégrale de Riemann : e < 1/22, pour |z| assez grand.) Donc N, (f) est une intégrale
convergente.

2. Montrer que pour a > 0, N, est une norme sur B.

On a prouvé a la question précédente que N, va de B dans R. L’intégrale d’une fonction positive étant
positive, N, prend ses valeurs dans R .

Si pour f € B on a Ny(f) =0, alors x — e‘“zf(x) est une fonction positive continue dont ’intégrale est
nulle. C’est donc la fonction nulle. Mais comme ’exponentielle ne s’annule pas, f est la fonction nulle.
Soit f € B et A € R. Alors

N = |

R

e AN (x)| i = | / e |f(2)| dz = |\Na(f),

par linéarité de I'intégrale, et par le fait que la valeur absolue soit une norme dans R.
Enfin, soit f,g € B. Par inégalité triangulaire dans R, pour tout =z € R,

|f(@) + g(2)| < |f(x)] +]g(2)],
et donc par linéarité de 'intégrale

No(f 4 9) < No(f) + Na(g).



3. On pose pour tout n € N, f,, : x — e~” Justifier que f, € B pour tout n € N.

La fonction f, est continue et bornée donc appartient & B. Prégisément : fn est dérivable en tant que
composée de fonctions usuelles dérivables, et f/(z) = —2nxe™®", pour tout n et tout x. Donc f, est
croissante sur R_ et décroissante sur R, si bien que f,, atteint son maximum en 0 : |f,(z)| < 1 pour tout
x et tout n.

4. On admet que / e dy = /7. Montrer que la suite de fonctions (f,,)nen converge vers la fonction nulle
R
pour la norme Nj.

11 s’agit de prouver que la suite réelle (N1(f,))nen tend vers 0. On a
400 400
Ni(fn) = / e e dy = / e~ (ntD2® go.

. ~ . —_ 2 L] P
On effectue le changement de variables ¢ = z+/n + 1 pour se ramener & la fonction x — e™* mentionée

dans I’énoncé. On a donc
/+°° e dt NG
e = ,
s vn+1 vn+1

d’aprés Pindication de ’énoncé, d’ou la convergence Ny (f,) — 0.

Nl(fn) =

5. En déduire que les normes N et || - || ne sont pas équivalentes dans B.

On a vu que la suite (|| fn]loo)nen est la suite constante égale a 1, que la suite (fy,))nen tend vers 0, et que
la suite (f,,) est une suite de B.

Si les normes || - ||oo €t N7 étaient équivalentes dans B, on aurait I'existence d’un ¢ > 0 tel que pour tout
feB,
[ flloc < eN1(f).

Donc en particulier, on aurait ¢ > 0 tel que pour tout n € N,

1= an”oo < ch(fn),

et en passant a la limite n — oo, on trouverait 1 < 0.

6. Soit (gn)nen une suite d’éléments de B qui converge vers une fonction g pour la norme || - [|o. Justifier
que pour tout z € R, g,(x) = g(x).
n——+0oo

On a par hypothése
lim sup |gn(z) — g(x)| = 0.

n—oo zER

Pour tout z € R,

lgn(z) — g(z)| < jgg l9n.(y) — 9(v)|,

et la suite majorante tend vers 0, donc la suite (|g,(z) — g(z)|)nen tend vers 0. C’est-a-dire

gn(z) — 9(2).




7. En déduire que F est un fermé de B pour la norme || - || -

Soit (g, ) une suite de F' qui converge dans B pour la norme || - ||». On note g la limite de (g, ). On cherche
a prouver que g € F. Cela prouvera que F est fermé dans B pour la norme || - ||oo-
Pour tout n, la fonction g, est une combinaison linéaire de cos et sinus. Donc il existe a,, € R et b, € R
tels que pour tout z € R,

gn(T) = ay, cos(x) + by, sin(x). (5)
Par la question précédente, on sait que (g,(z)) est une suite réelle qui converge vers g(z), pour tout
2 € R. En particulier, (g,,(0)) est une suite convergente. Mais pour tout n, ¢, (0) = a,. Donc (a,) est une
suite réelle convergente. Notons a sa limite. Par ailleurs, g, (7/2) est une suite réelle convergente. Comme
gn(7/2) = b, pour tout n, la suite (b,,) est convergente, vers b € R.
En revenant & x quelconque dans R, et en passant a la limite dans 1’égalité (5), on obtient

g(x) = acos(x) + bsin(x),

et donc g € F.

8. La restriction de I’application N7 au sous-espace vectoriel F' est encore une norme sur F. De méme, la
restriction de || - [|oo & F est encore une norme sur F. Les normes Ny et || - ||oo sur F' sont-elles équivalentes ?

Oui, car F est de dimension finie (égale a 2).

9. On désigne par 1 la fonction de R dans R constante égale a 1 . Soient r > 0 et h € B. Déterminer une
condition nécessaire et suffisante sur le réel a pour que la fonction h + al appartienne a la boule ouverte
de centre h et de rayon r dans B pour la norme || - ||o0-

Soit f, = h + al. Cette fonction appartient a la boule ouverte de centre h et de rayon r dans B pour la
norme || - || si et seulement si

sup | fa(z) — h(z)| <.
rzeR

C’est-a-dire, par définition de f,, B
sup |al(x)| < r,
z€R
et par définition de T, cela équivaut a
la] <.

10. En déduire que l'intérieur de F' dans B pour la norme infinie est vide.

On suppose que l'intérieur de F' dans B pour la norme infinie n’est pas vide. Soit donc h dans cet intérieur :
il existe 7 > 0 tel que la boule ouverte (pour la norme || - [[) de centre h et de rayon r soit tout entiere
incluse dans F. Mais d’aprés la question précédente, la fonction h + (r/2)1 appartient a cette boule. Donc
h+ (r/2)1 appartient & F. Comme F est un espace vectoriel, cela implique que la fonction 1 appartient a
F, et donc qu’on peut trouver des coefficients 8,7 € R tels que pout tout € R, 1 = S cos(z) + ysin(z).
En prenant x = 0, on trouve 5 = 1, puis en prenant x = 7 on trouve 5 = —1, ce qui est une contradiction.

Exercice 3. Soit E un espace euclidien dont on note (-,-) le produit scalaire et || - | la norme associée. Pour
un sous-espace vectoriel F' de E, on note pg la projection orthogonale sur F.

1. Soit F' un sous-espace vectoriel de E. Montrer que F = {z € E, ||z|| = ||[pr(x)|}.



Soit € F. Alors pp(xz) = x, et donc ||z|| = ||pr(x)||. Réciproquement, tout € E se décompose de
manuére unique en

z = pr(r) +ppe(z), (6)
et par le théoréme de Pythagore,

lz1* = llpr @)II* + Ipps ()]

Donc si ||z = |lpr(z)]], alors ||ppo(x)||* = 0, et donc ppi(x) = 0, ce qui implique z = pg(x), et donc

e F.

. Soient F, G et H trois sous-espaces vectoriels de F. On suppose que propg = pg. Montrer que FNG = H.

Soit x € F N G. Alors py(z) = pr(pa(x)) par hypothése. Comme x € G, par la premiére question, on
a pg(z) = x. Donc py(z) = pr(x). Comme z € F, par la premiére question, on a pp(xz) = z. Donc
pu(z) = x. On utilise & nouveau la premiére question : cela implique = € H.

Réciproquement, soit € H. Alors py(x) = x. Donc pr(pe(x)) = x, et donc x appartient a 'image de
pr, donc & F. Il suffit maintenant de prouver que « € G. De © = pr(pa(z)) on déduit

[zl = lpr(pc (@) < lpa(@)]]

par propriété d’une projection orthogonale (||pr(z)|| < ||z||, ce qui est une conséquence de (6)). Mais
comme on a aussi ||pg(x)| < ||z||, on obtient finalement

2]l < llpa (@)l < =[],

et donc ||z|| = ||pe(x)]|, ce qui implique & € G avec la premiére question.



