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Exercice 1.
Dans R* muni de son produit scalaire canonique, on considére le sous-espace

F={(z,y,2,t) ERY; s +y+t=0ctx+y+22z—t=0}.

Soit b = (1,8,1,1) € R*. Calculez le projeté orthogonal de b sur F et la distance de b & F.

Exercice 2.
(Dans cet exercice les 2 questions sont indépendantes)

1. Dans l'espace vectoriel normé R? montrez que I’ensemble
A={(r,y,2) e R®; 2® + 4oy +5y* + 22 <1}
est compact et que I’ensemble
B={(2,y,2) €R®; 2 +day +3y* + 22 < 1}

ne ’est pas.
2. Dans ’espace vectoriel normé Ms(R), on considére I'ensemble S3(R) des matrices symétriques.
(a) L’ensemble S2(R) est-il fermé ?
(b) L’ensemble S3(R) est-il ouvert ?

Exercice 3.

Sur I'espace E = {f € C1([0,1],R); £(0) = 0}. Sur cet espace on considére la norme N (f) = sup{|f(z)|;x €
[0,1]} (on admet que c’est une norme sur E).

On définit aussi, pour tout f € F

N(f) =sup{|f(t) + f' ()]s t € [0,1]}.

1. Montrer que NN est une norme sur F.
n
On considére les fonctions f, : t — —, n € N*.
Vn
2. Montrer que la suite (fy,), converge pour la norme infinie et préciser sa limite.
3. Etudier la convergence de la suite (f,,),, pour la norme N.

4. Les normes N et la norme infinie sont-elles équivalentes 7

Exercice 4.
Soit E un espace euclidien et p, ¢ deux projections orthogonales de F.

1. On suppose dans cette question que p + ¢ est une projection orthogonale.
(a) Montrer que pogq=gqop=0gp).
(b) En déduire que Im(p) et Im(g) sont orthogonaux.

2. On suppose désormais que Im p et Im g sont orthogonaux.
(a) Montrer que (Imp + Im¢q)* = Ker(p) N Ker(q).

(b) Montrer qu’il existe une base orthonormée B = By U By U Bs de E obtenue par concaténation d’une
base B; de Im p, d’'une base By de Im g et d’une base B3 de Kerp N Kergq.

(¢) Ecrire la matrice de p + ¢ dans la base B et montrer que p + ¢ est une projection orthogonale de E.



