Université Claude Bernard - Lyon 1 Semestre de printemps 2013-2014
Math IV - PMI Durée : 1 heure et 30 minutes

Partie commune - Devoir numéro 2

Le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, a la précision et a la concision de la rédaction.
Si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa copie et
devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené a prendre.

Dans toutes les questions, il sera tenu le plus grand compte de la rigueur de la rédaction ; toute réponse insuf-
fisamment justifiée sera considérée comme nulle.

Les trois exercices sont indépendants.

Exercice 1. Déterminer, si elle existe, la limite lorsque n tend vers +oo de
n
n
/ 27 dx.
1 nxc+e*

Exercice 2. Soit E un espace euclidien, dont on note (, ) le produit scalaire et || || la norme associée. Soit F' un
sous-espace vectoriel de E et pp la projection orthogonale sur F. On veut redémontrer que la distance de z au
sous-espace F, notée d(x, F) = inf{||x — y|| | y € F'}, est atteinte, en pp(z).

1. (a) Montrer que pour tout y € F', on a :
lz =yl = |z = pr@)II* + [pr () —yl*

(b) En déduire que ensemble {||x — y|| | y € F'} est minoré.
(¢) Montrer que d(z, F) = ||l — pr(z)]|.
(d) Mountrer que ce minimum n’est atteint qu’en pp(x).
2. On note F'* l'orthogonal de F. Montrer que d(z, F) = ||pp. ()]

3. On suppose dans toute la suite que £ = Ry[X] muni de sa base canonique (eg, e1,e3) avec ep = X* pour

k € {0,1,2}. On consideére I’application :

+oo
¢ (P,Q) %/O P(H)Q(t)etdt.

(a) Montrer que pour tout P,Q € E, ¢(P, Q) existe.

(b) Mountrer que ¢ est un produit scalaire sur Ry[X].

(c) Pour tout k € N, on note I, = /+OO t*e~tdt. Trouver une relation simple entre I, et I 41 et en déduire
que I = k!. ’

(d) On considere le sous-espace vectoriel F' = Vect(ey, e3).

i. Donner des formules permettant d’obtenir une base orthonormée (¢1,£2) de F'. On ne demande

pas de faire explicitement les calculs.

ii. Déterminer une base de F*.
“+ o0
(e) BONUS : En interprétant la valeur minimale de (1 —at — bt*)%e~ " dt comme le carré d’une dis-

0
tance a un sous-espace vectoriel bien choisi, déterminer la borne inférieure

+oo
inf {/ (1—at —bt*)?e"tdt | a,b e R} .
0



n
Exercice 3. Pour tout n € N, on considére la fonction u, : R — R définie par u,(z) = %e’(”“)w pour
tout z € R.
+oo
1. Déterminer le domaine D de convergence simple de la série de fonctions Z Uy -
n=0
—+o0
2. La série de fonctions Z Uy, converge-t-elle normalement sur Ry ?
n=0

3. Etudier la convergence uniforme de la série de fonctions sur R
+oo
4. (a) Montrer que la fonction S définie par S(x) = Z un () est de classe C! sur ]0; 400
n=0
(b) Pour tout x € Ry, exprimer S’(z) & 'aide de fonctions usuelles.

5. Montrer que S admet une limite lorsque x tend vers oo et la calculer.

6. Déduire des questions précédentes 'expression de S(z), pour tout z € RT.



Correction du Devoir Surveillé 2 - partie commune

Correction de ’exercice 1 : Pour n € N, notons

n

— iz el
fn:x€[1;+oo[r—>{ na?tes 7 [1;m]
0

siz>n

n n —+oo
de sorte que ———dx = x)dz.
d /1 nx? + e® /0 fn(®)
e Pour tout n, la fonction f,, est continue par morceaux sur [1; +oo].

e Soit z € [1;4o00[ fixé. Il existe un rang ng & partir duquel € [1 : n] (il suffit de prendre par exemple ng = [z]+1,

ou [z] désigne la partie entiere inférieure de x). Pour tout n > ng, on a alors

n n 1

fn(x) =

—_— ~J —_—
nw? + e® n—+oo nx? a2

donc la suite de fonction (f,,), converge simplement sur [1; +o00[ vers la fonction f : z € [1; +oc0[— % continue
sur [1;+ool.
e Pour tout n € N, pour tout x € [1; 400, puisque e* > 0, on a
n n

<—==

[fn(2)| <

nx?+e* ~ nx

1

Notons g : z — —. La fonction g est continue sur [1;+oo[ et intégrable sur [1;+oo[ (fonction de Riemann
z

d’exposant 2 > 1).

D’apres le théoreme de convergence dominée, on en déduit donc que la limite demandée existe et

n n 400
lim ———dz = lim fulx) dz
n—+oo J1 NI + e® n—+oo Jq
+oo
= li n(z)d
/1 Jm  fo(z) de

Correction de 1’exercice 2 :

1. (a) Soit y € F. On peut écrire : © —y = (z — pp(x)) + (pr(x) —y). Or pp(r) —y € F puisque F est
stable par combinaison linéaire. De plus, par construction de la projection orthogonale, on sait aussi

que = — pr(x) € FL, ce qui donne

<$ — YT — y>
((x = pr(z)) + (pr(z) — Y), (v — pr(2)) + (PP (T) — ¥))

(x —pr(z),z —pr(x)) + 2(pr(z) — y,2 — pr(z)) + (pr(z) — y,pr(T) —Y)

lz =yl

lz = pr (@) + llpr(z) -y

On aurait aussi pu utiliser la propriété de Pythagore au lieu de la redémontrer.



2.

3.

(b) On considere 'ensemble D = {d(z,y), y € F} = {||z,y|, y € F}. Pour tout y € F, on a

lz = ylI* = llz = pr@)1* + Ipr(z) = yl* > llz = pr(2)]?
d’ou (par croissance de la fonction racine sur RT), ||z — y|| > ||z — pr(z)| pour tout y € F. Ainsi
lx — pr(x)| est un minorant de D.

(¢) Comme de plus pp(z) € F, 'élément ||z — pp(z)|| appartient & D . Ainsi || — pp(z)|| est le plus petit
élément de D,c’est-a-dire son minimum, donc aussi sa borne inférieure.

(d) On a prouvé que pour tout y € F, on a d(x,y)? > |z — pr(x)||?, avec égalité si et seulement si

lpr(z) — y||* = 0. Par propriété de la norme, cela équivaut encore a pr(r) —y = Op cest-a-dire

y = pr(x). Ainsi, pp(z) est 'unique élément de F pour lequel cette distance est atteinte.

Puisque F est un espace euclidien, et F un sous-espace vectoriel de F, on a la décomposition £ = F & F*.
Soit x € E, on peut écrire = pp(z) + (v — pr(z)) avec pr(z) € F et x — pr(z) € F*, c’est donc la
décomposition de x selon la somme directe. Par définition de la projection orthogonale sur un sous-espace,

cela démontre que z — pp(x) = pp.(x). Par suite, on a bien d(z, F) = ||pp. (2)]|.

(a) On montre que pour tout P,Q € E, p(P, Q) existe, c’est-a-dire que I'intégrale converge. Soit (P, Q) €
Ry [X]. La fonction t — P(t)Q(t)e™" est continue sur [0; +oo[, & valeurs positives, donc intégrable sur
tout segment inclus dans [0; +oo[. De plus, si 'on note a, X" le terme dominant de P, et b, X™ celui
de @, on obtient P(£)Q(t)e™" ~¢ s 1 oo nbmt™ ™ et (ceci étant valable pour P et Q non nuls, mais ce
terme vaut trivialement 0 si 'un des deux est nul et ne génera pas la fin du raisonnement). On montre
alors facilement par croissance comparée que P(¢)Q(t)e™ = o (752> lorsque ¢ — +00, ce qui montre
que la fonction ¢t — P(t)Q(t)e~! est intégrable au voisinage de +oo et donc sur R, . Ainsi ¢(P, Q) est
bien défini.

(b) D’apres la question précédente, on a ¢ : E x E — R. La bilinéarité de ¢ découle de la linéarité de
l'intégrale et la symétrie est claire. Si P € Ry[X], alors ¢(P, P) > 0 comme intégrale d’une fonction
intégrable & valeurs positives. De plus, si ¢(P, P) = 0, la fonction ¢t — P2?(t)e~! est continue, positive,
d’intégrale nulle sur RT, elle est donc nulle sur RT. Comme pour tout ¢ > 0, et # 0, on en conclut
que P(t) = 0 pour tout t € R*. Le polyndme P posséde donc une infinité de racines dans R, c’est donc
le polynéme nul. (Réciproquement, il est clair que si P = 0g, ¢(P, P) = 0.) Ainsi ¢ est définie, c’est
donc un produit scalaire sur Ry[X].

(c) Soit k € N. Afin d’obtenir une relation de récurrence entre Ij1 et I, on fait une intégration par
parties, les fonctions t — tF et t — et étant de classe O :

+o0
Ly = [—tFFlet] )™ +/ (k+1)tFe "dt

0
= (k+ 1)Ij par croissance comparée pour le terme de bord

—+oo
Ainsi la suite (Ij)ren est définie par Iy = (k4 1)1 et Iy = / e 'dt = 1. Une récurrence donne
0

I, = k! pour tout k£ € N.
(d) i. On utilise par exemple le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt. On pose

O = 2o Ple)a
lexll llea = p(ez, er)en|

€1

Alors (1, £2) est une base orthonormée de F'.



ii. Soit P € Ry[X], que I'on écrit sous la forme P = aX? + bX + c. Alors P € F* si et seulement si
©(P,e1) = 0et (P, ea) = 0. (En effet, puisque e; et ez sont dans F, 'implication directe est claire.
Réciproquement, tout élément @) de F' s’écrit sous la forme @Q = Aje; + Ages avec A, Ao € R, d’ou
©(P, Ad1e1 + Azez) = 0 par linéarité a droite de ¢.)

On calcule en utilisant la linéarité & gauche de ¢ :

@(Pﬂfl) = CL(,O(X2,€1) + bgO(X7 61) + C(p(l’el)
+oo +oo “+o0
= a/ t2><t><e_tdt+b/ txtxe_tdt—&—c/ 1 xtxe tdt
0 0 0
= als+bly+cly
= ax3'+bx2l+ex1!

= 6a+2b+c

o(Pe2) = ap(X? ez)+bo(X,ez) + cp(l, ea)
= a/+oot2xt2><e_tdt+b/+ootxt2 xe_tdt+c/+oolxt2 x e~ tdt
= aI40+ blz + cly ’ ’
= ax4'+bx3'+ecx2!

= 24a+ 6b+ 2¢

Ainsi P € F si et seulement si

6a + 2b+c = 0 6a+2b+c = 0
24a+6b+2c = 0 12a+3b+¢c = 0
6a+2b+c = 0
6a+b = 0
= —6a—2b=6a
<= = —6a
= a
<— P= (X2—6X—|—6) avec a € R.

Comme le polynéme X? — 6X + 6 est non nul, la famille (X2 — 6X + 6) forme une base de F*.

e) BONUS : Dans l’espace euclidien (R2[X], ), on a :
(e) @
—+oo
inf / (1—at—bt*)2e tdt = inf (1 —aX —bX?1—aX —bX?)
(a,b)eR? [ (a,b)eR?

= inf [|1— (aX +bX )H
(a,b)eR?

= d* (1, Vect(er,e2))
= d*(1,F)
On utilise alors la formule avec la projection sur F+ qui est de dimension 1. On sait que d(1, F) =

lppe (1)]. La famille (X2 —6X +6) forme une base de F-, qui est orthogonale (car ne comporte qu’un

seul élément). On la rend orthonormale en divisant par la norme :



+o00o
¢ (X*—6X+6,X>—6X+6) / (t* — 6t +6)%c"dt
0

/m (t* + 361> + 36 — 12t + 12¢> — 72t) e~ "dt
= L? — 1215 + 481, — 7211 + 361,

= 41— 12x 31 4+48 x 21 — 72 x 11 + 36 x 0!

= 12

1
Ainsi la norme du polynéme X 2—6X+6 est 21/3. Donc une base orthonormée de F'*- est (2\/3 (X2 —6X + 6)) .

Ainsi la projection de 1 sur F- est :

1 1
1) = 1,X2—6X+6)X2—6X+6
peel) = (1 ) 55 )
1
= 13@(1,)(243)(+6)(X2—6X+6)
1 +oeo
= — / (> —6t+6)e'dt ) (X*—6X +6)
12 \ o
1
= E(12—611+610)(X2—6X+6)
1
= E(2!—6><1!+6><0!)(X2—6X+6)
1
= 6(X?—GX+6)
ce qui donne
oo 2\2 —t 2
(a;)r)I;fRz ; (I—at=bt")"e"dt = |pps(1)]l
1
= @||X2—6X+6||2
_ 1
3

Correction de 1’exercice 3 :

1. Soit x € R fixé.
(_1)n67(n+1)m

e Siz > 0, alors u,(z) = pour tout n € N. Or la série numérique de terme général

n+1
(_1)n67(n+1)z 67(n+1)r
T converge par le critere spécial des séries alternées puisque la suite numérique <+1)
n n
n
converge vers 0 en décroissant (produit de deux suites positives décroissantes).

ef(nJrl)z

n+1
|un ()| tend vers +oo lorsque n tend vers +oo. Le terme général u, (z) ne converge donc pas vers 0 ce qui

e Six <0, alors |uy(z)| = pour tout n € N. Par croissance comparée (car z > 0), on voit que
montre que la série Z u,(z) diverge grossierement. Ainsi, le domaine de convergence simple de la série
de fonctions Zun est Ry.

1
2. On a sup |up(x)] > |un(0)] = o1 powr tout n € N. Comme la série harmonique diverge, la série de
zER4 n

fonctions de terme général wu, ne converge pas normalement sur R, par comparaison de séries a termes

positifs.

3. On montre que la série de fonctions de terme général u,, converge uniformément en utilisant le critére spécial

uniforme des séries alternées.



4.

ne—(n+1);c

n+1

—nT

e Pour tout x € R, fixé, la suite <(_ ) > est alternée.
neN

e
e Pour tout x € R} fixé, la suite < 1) est décroissante.
neN

n+
e—(n—l—l)m 1
e Comme < pour tout € Ry et n € N, on en déduit que sup |un(z)| < — 0,
TL+1 n+1 zER+ n—|—1n—>+oo
67(n+1)w
donc la suite de fonctions (g, )nen Ol gpn : © € RT — Tl converge uniformément vers la fonction

nulle sur R .
Le critére spécial uniforme des séries alternées montre que la série de fonctions de terme général u,, converge

uniformément sur R .

(a) On utilise le théoreme de dérivation des séries de fonctions.
e Les fonctions u,, sont de classe C' sur R, et on a v/, (x) = (=1)"*le= (D% pour tout 2 € Ry et
n e N.
e La série de fonctions de terme général u,, converge simplement sur R .
e Soit a > 0. On a |u/,(z)] < e~("tNe = ¢=%(e=*)" pour tout = € [a;+oo[ et n € N. Comme la

na

série numérique de terme général e~ est une série géométrique de raison e~ * avec |e”?| < 1, elle

converge, donc E sup |ul,(z)| converge. Par suite, la série de fonctions de terme général u/,
z€[a;+oo|
converge normalement donc uniformément sur [a; +oo].

Pour tout a > 0, le théoréme de dérivation des séries de fonctions montre que la somme de la série
de fonctions de terme général u, est de classe C! sur [a; +oo[. Cela étant valable pour tout a > 0, on

obtient le résultat sur ]0; +o00[. De plus, on a pour tout « > 0 :

+oo too
S/(SC) _ Z(il)n+167(n+1)x _ Z(il)nefnz.
n=0 n=1
(b) Pour tout & > 0, on obtient alors
+o00o
S/(.ﬁ) — Z(_l)ne—nz
n=1
+oo
— Z(_e—x)n
n=1
- 1 —x
= —e¢¥——car|—-e " <1
1+e 2
5. On utilise le théoréme d’échange limite/série afin de prouver I’existence de la limite de S en +o0 :
—(n+1)z
e Pour tout n € N, lim wu,(z)= lim (—1)"67 =0.
r—+o00 r—+00 n+1

e On a vu que la série de fonctions E u, converge uniformément sur R¥.
Alors la série numérique de terme général lim w,(z) converge (évident) et S admet une limite en +oo0,
Tr— 400

donnée par :

lim S(z Z lim wu,(z)=0.

r— o0 r—+00

On cherche & déterminer explicitement S(x) pour > 0. Comme S est dérivable sur |0; +oo[ de dérivée

1
S'(z) = —e—wﬁ, il existe une constante C' € R telle que pour tout = €]0; 4+o00[, on a :
e

S)=In(1+e*)+C.



Comme chacune des fonctions u,, est continue sur [0;+oc[, la convergence uniforme de Z Uy, sur [0; +o00[
montre que la fonction S est continue sur Ry et donc que F(z) =1n(1+ e~?) + C pour tout = > 0.

Enfin, il reste & déterminer C. D’une part, on a vu a la question 5 que zgr}rloo S(x) = 0. D’autre part,
a:gr}rloo S(x) = xgrfooln (1+e*)+C=C,donc C=0.

Finalement, on trouve S(z) = In (1 4 e¢~*) pour tout = > 0.



