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L’étudiant attachera la plus grande importance a la clarté, a la précision et a la concision de la rédaction.
1l veillera a justifier soigneusement toutes ses réponses.

Les exercices sont réputés indépendants et peuvent donc étre traités dans n’importe quel ordre. A Uinté-
rieur d’un exercice, lorsqu’un étudiant ne peut répondre a une question, il lui est vivement recommandé

de poursuivre en admettant le résultat qu’il lui était demandé de démontrer.

Exercice 1. Soit (up)nen la suite de réels définie ainsi :

on pose ug = 6, u; = —2, et pour tout n € N, upyo = 3un + 2up41.
1. Soit, pour tout n € N, X,, = (uZH) et soit A la matrice A = ( ? g )
Montrer que pour tout n € N, X:H =A-X,.
2. Soit P = < _11 :13 ) Justifier que P est inversible et calculer son inverse.

3. Soit D = P~1. A. P. Calculer D.
4. Montrer que pour tout n € N, A® = P . D" . P~! puis calculer A™.

5. Montrer que pour tout n € N, X,, = A™- (Zl>
0

6. En déduire une expression de u, en fonction de n, pour tout n € N.

Exercice 2. Soit n > 1 un entier. Déterminer le degré du polynéme suivant de C[X] :
P=(X?2+1)" —2X2" + (X% - 1)~

Exercice 3. On définit la suite de réels (uy)nen par : ug > 0 et pour tout n € N, up41 = upe "

1. Soit f: R — R la fonction définie par f(x) = ze~*. Montrer que f(]O, +oo[) Cl0, +o0].
Montrer que (u,)nen est décroissante.

Montrer que (uy,)nen converge et déterminer sa limite.
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On définit la suite (v, )nen par : pour tout n € N, v, = — —. Montrer que (v, )pen converge
Un+1 Un,
vers 1.

n—1

1

5. En admettant que lim — E v = 1, montrer que u, ~ —.
n—-+o0o N o n—-+oo N

Exercice 4.
1. Soit a € Ret f : [a, +0o[— R une fonction continue sur [a, +oo[ et dérivable sur |a, +o0[ telle que

lim_f(x) = f(a).
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(a) On définit la fonction g sur [arctan a, K} par g(xﬂ) fltanz) siz#3 .
g (5) = f(a)

2
Montrer que g est continue sur [arctan a, g} , dérivable sur } arctan a, g [ et calculer sa dérivée.
(b) Montrer qu’il existe ¢ €]a, 4+o00[ tel que f'(¢) = 0.
. Soit A < 0, ¢ € N* et P un polynéme ayant au moins ¢ racines réelles distinctes. Montrer que
P’ + AP admet au moins ¢ racines réelles distinctes.
Indication : utiliser la fonction f définie sur R par f(x) = e’ P(x).
. Bonus. Peut-on montrer le méme résultat avec A > 07

. Bonus. Et avec A =07



