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Maths IV PMI

DS du 11 février 2025 corrrection de I’exo 1

Exercice 1. On considére I’équation différentielle suivante :
(B): (z+1)%" =3(z+1)y +4y=0

On note I1 =] — oo, —1[ et Iz =] — 1, 400].

1. a) Montrer que s'il existe une solution polynomiale non nulle, elle est de degré 2.
Indication : On pourra s’intéresser auz termes de plus haut degré
Cherchons une solution polynomiale y, le coefficient dominant étant non nul et y étant définie & une

d—1
constante multiplicative prés on peut chercher y sous la forme y(x) = 24 + > apz*.
k=0

Commencons par identifier les termes de plus haut degré pour obtenir une contrainte sur d.

Le terme dominant de : (z + 1)%y”(z) est d(d — 1)z?
Le terme dominant de : — 3(z + 1)y’ (z) est — 3dax?

Le terme dominant de : 4y(x) est 4x¢

Or un polynoéme est nul si et seulement si chacun de ses coefficients est nul. Ainsi les termes de degré
d, nous donnent :

dd—1)-3d+4=0= d*—4d+4=0 = (d—-2°=0= d=2

S’il existe une solution polynomiale non nul, elle doit étre de degré 2.
b) Déterminer une solution polynomiale non nulle sur R.
Nous cherchons donc une solution de la forme y; (x) = 22 +ax +b. En injectant dans 1’équation on obtient :

(x+1)*-2-3(x+1)2x+a)+4(2*+ax+b) =0
Développons :

2 +224+1) —3(22° + 2+ a)r +a) +4(z* +ar +b) =0
Ce qui donne :

(2—6+4)2? +(4—6 —3a+4a)r + (2 —3a +4b) =0
Simplifions :

(—2+a)z+(2—3a+4b) =0
Par suite :
a=2
2-3a+4=0 & 4b=4s b=1

La solution de (E) est :
p(x) =2 +2x+1=(z+1)?

2. Par la méthode d’abaissement de 'ordre (ou méthode de Lagrange), en déduire ’ensemble des solutions
sur I; et 'ensemble des solutions sur Is.
Prenons ys une solution de (F) (normaliser) indépendantes y;. Posons z(x) =

2(x)(r +1)2, et

y2(x)
(z+1)2

alors yo(z) =

% (4 1) 2(2)] — 3
Or

1 d ) -
x+1@[($+1) ~2(z)] =




Et
2

% (@4 1)? z(2)] = 22(2) + 4(z + 12 (2) + (¢ + 1)22"(2)

En regroupant les termes on obtient donc :
[22(z) + 4(z + 1)/ (z) + (z + 1)%2"(2)] — 3+ [22(z) + (z + 1)/ (z)] + 42(z) = 0
L’équation vérifiée par z est donc :
@)z + 1)+ 2 (2)[4(xz +1) =3z +1)] +2(2)[2—-6+4] =0

D’ou

L’équation normalisée est donc :

La solution est donnée par :

1 1
2 (x) = exp (_/t—i—ldt> =exp (—In|z+1]) :im

Comme 2z’ est définie & une constante multiplicative prés. On peut prendre z’(x) = alors :

1

z+1°
z(z) =In|z + 1|

Une deuxiéme solution est donc yz(z) = (z 4+ 1)%In|x + 1|, I'ensemble des solutions sur I; et Iy est donné

par :
{z = ANz+1)?+p(@+1)2hjz+1\\p R}

. Déterminer les solutions de (F) sur R entier.
f est solution de (E) sur R entier si f est de la forme :

ME+1)2+p(z+1)2njz+1] siz<-—1
fz) =
Ao(x4+1)2 4+ po(z+1)2In(1+2) siz>-—1

et f est prolongeable en une fonction C2. Pour cela il faut et il suffit que f, f/, f" admettent des limites
finies en —1 et que :

1. _ 1 1 / _ 1 / t 1 1 — 1 "
Jim f@)= lm f(z), lm fi(z)= lim f(z) et lm f(z)= lm f'(z)
Posons h(z) = (z + 1)?In|1 + x| alors A’ (z) = 2(z + 1) In|z + 1|+ (z +1) et A"(x) =2In|z+1]+3
D’ou

lim A"(z) = —oc0
z——1

Donc f” a une limite finie en -1 si et seulement si p; = o = 0. Dans ce cas-1a f € C? si et seulement si
A1 = A = Aie f € Vect{z — (x + 1)?}. Les seules solutions sur R sont celles trouvées en 1).

. Déterminer sur I5 les solutions de I’équation
(E"): (z+1)%" =3+ 1)y +4y = (z+1)°

On va appliquer la méthode de la dérivation par les constantes.On cherche donc y sous la forme y(z) =
M) (z + 1) + p(z)(z + 1)?In(x 4+ 1) ott A(z), u(x) sont solutions du systéme :

z+1 x)

((x+1 2 (x+1)%In(z + 1) )
T \2x4+1) 2@+1)In(z+1)+ (z+1)

!

< 0 ) =M(z) - (2,E$)> ot M est la matrice fondamentale.
)
1



Le déterminant de M est donné par :

det M = 2 [(x +1)%In(z + 1)] 2+ 1P+ D)+ (41 = (@ +1)°

Dot : M) — ﬁ <I —(x Jr(;)ilil)(f + 1))
Ainsi

()= ) ()
Finalement :

N@)=-In(z+1) et p'(z)=1

Or une intégration par partie donne :

dx

/1xln(m+1)dx: [(x—l—l)ln(x—l—l)} —/(x—l—l)

r+1

:(x—l—l)ln(x—l—l)—/ldl‘

=(xz+1)In(z+1)—(z+1)
D’ou
Mz)=—=(+1D)Inz+1)+(@x+1) et ple)=x+1
gz)=—(z+1)*In(z+1)+(x+1)*+(z+1)*In(z+1) = (r+1)* est une solution particuliére de (E’).
L’ensemble des solutions de (E’) sur Iy est donné par :

{z— @+1)>+p@+1)2+ Az + 1) In(z + 1)\\, u € R}



