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Les calculatrices ne sont pas autorisées

NB : ce probleme a été péché sur le site web d’une prépa du lycée Brizeux, & Quimper (dans sa version
d’origine, ce n’est qu'une partie d’une épreuve de quatre heures...).

La moyenne arithmético-géométrique d’aprés Gauss

Soient @ et b des réels vérifiant 0 < a < b.

On construit les suites (an)n et (bn)s par agp = a; bo = b et pour tout n € N :
Gn+1 = Vian bg't
b _ Gntn
n41 - 9

Préliminaire

1. Montrer que @, et b, sont strictement positifs pour tout n € N. En déduire que les suites (an)n et (bu)n
sont bien définies.

Partie 1. BEtude de convergence

L'objectif de cette partie est d’établir que les suites (an)n et (bn), convergent vers une limite commune
notée m(a,b) et appelée la moyenne arithmético-géoméirique de a et b.

2. BEtablir pour tout (z,y) € Ry linégalité
T+ Y
2

VETRS

avec égalité si et seulement si z = y.

(V]

. Montrer que a, < b, pour tout n € N.

~

. En déduire que (a,),, est strictement croissante et que (b,,)n est strictement décroissante.

5. On se propose dans cette question d’étudier la suite (b — Gn)n

(b 4‘1"):
2(/an+vba)?

(b) En déduire que |bas1 — @ns1| < 5lba — an| pour tout n € N.
(c) Etablir par récurrence que |b, —an| < §1~ lbg — ao| pour tout n € N. En déduire la limite de (b —n)n.

(a) Montrer que bpyy — Gpt1 = pour tout n € N.

(. Conclure.

Partie 2. Vitesse de convergence

Dans cette partie, on veut estimer la vitesse de convergence des suites (a,.), ct (bn)a vers m(e, b).

il exi e 1é ; stricteme itive t pour tout entier naturel n:
7. Montrer qu'il existe une constante réelle k strictement positive telle que, p

0 < bpy1 — Cria < k(bn — Q‘.n)?'.

bne1 — Gnt1

tend vers 0 quand n tend vers 400.
by, — Gn

8. En déduire que la suite de terme général



9. Montrer que 0 < m(a,b) — an < by — m(a,d) pour tout n € N.
10. En déduire I'existence d’un réel C > 0 tel que

Vn € N, 0 < bpqyr — m(a,b) < C (b, — m(a, b))

11. Justifier existence d’un entier ng > 0 tel que 0 < by, — m(a,b) < -
12. Montrer gu’alors pour tout 1 > ng
n—ng

0 < b, —m(a, b) <C¥ 77 (by, — m(a, b))

On calcule les premiéres valeurs de la suite (bp), poure=1et b= /2. On trouve les valeurs décimales
approchées ci-dessous (On a effectué les calculs avec 50 chiffres aprés la virgule). On a mis en gras les
décimales successives de b; qui coincident avec celles de bi4)-

by = 1.2071067811865475244008443621048490392848359376884

b, = 1.1981569480046342955591721663326624772889040150761

by = 1.1981402347938772090828788690764074639904586267422

by = 1.1981402347355922074406313286331040863611447412997

bs = 1.1981402347355922074399224922803238782272127680550
b = 1.1981402347355922074399224922803238782272126632156

13. Qu’observez-vous sur le nombre de décimales en gras successives ? Justifier votre observation & l'aide des
résultats précédemment obtenus.



