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1. (a) Les solutions de (E) sont les racines cinquième de l’unité, donc l’ensemble des solutions de
(E) est : {

e
2ikπ
5

∣∣∣ k ∈ [[0, 4]]
}

=
{

1, e
2iπ
5 , e

4iπ
5 , e

6iπ
5 , e

8iπ
5

}
.

(b) i. Soit z ∈ C, z5 − 1 = (z − 1)(z4 + z3 + z2 + z + 1), donc :

∀z ∈ C, Q(z) = z4 + z3 + z2 + z + 1.

ii. Soit z ∈ C?,(
z +

1

z

)2

+ z +
1

z
− 1 = 0 ⇐⇒ z2 + 2 +

1

z2
+ z +

1

z
− 1 = 0

⇐⇒ z4 + 2z2 + 1 + z3 + z − z2

z2
= 0 ⇐⇒ Q(z)

z2
= 0

⇐⇒ Q(z) = 0 car z 6= 0.

iii. Notons ∆ le discriminant de l’équation ζ2 + ζ − 1 = 0, alors ∆ = 5. L’ensemble des
solutions est donc : {

−1 +
√

5

2
,
−1−

√
5

2

}
.

iv. Soit z ∈ C, Q(0) 6= 0, ainsi d’après les questions précédentes :

Q(z) = 0 ⇐⇒ z +
1

z
=
−1 +

√
5

2
ou z +

1

z
=
−1−

√
5

2

⇐⇒ z2 − −1 +
√

5

2
z + 1 = 0 ou z2 − −1−

√
5

2
z + 1 = 0.

Notons δ1 le discriminant de la première équation et δ2 le discriminant de la seconde,
alors δ1 = −5−

√
5

2 < 0 et δ2 = −10+2
√
5

4 , ainsi :

Q(z) = 0 ⇐⇒

(
z =
−1 +

√
5 + i

√
10 + 2

√
5

4
ou z =

−1 +
√

5− i
√

10 + 2
√

5

4

)

ou

(
z =
−1−

√
5 + i

√
10− 2

√
5

4
ou z =

−1−
√

5− i
√

10− 2
√

5

4

)
.

L’ensemble des solutions de l’équation Q(z) = 0 est donc :

{
−1 +

√
5 + i

√
10 + 2

√
5

4
,
−1 +

√
5− i

√
10 + 2

√
5

4
,
−1−

√
5 + i

√
10− 2

√
5

4
,
−1−

√
5− i

√
10− 2

√
5

4

}
.
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v. On a vu que : ∀z ∈ C, z5 − 1 = (z − 1)Q(z), par conséquent :

z5 − 1 = 0 ⇐⇒ z − 1 = 0 ou Q(z) = 0 .

Donc l’ensemble des solutions de (E) est :

{
1,
−1 +

√
5 + i

√
10 + 2

√
5

4
,
−1 +

√
5− i

√
10 + 2

√
5

4
,
−1−

√
5 + i

√
10− 2

√
5

4
,
−1−

√
5− i

√
10− 2

√
5

4

}
.

(c) • 0 < 2π
5 < π

2 d’où 0 < cos 2π
5 < 1 et 0 < sin 2π

5 < 1, ainsi, d’après les questions (a) et (b) v.,

e
2iπ
5 =

−1 +
√

5 + i
√

10 + 2
√

5

4
, donc :

cos
2π

5
=
−1 +

√
5

4
et sin

2π

5
=

√
10 + 2

√
5

4
.

• π
2 <

4π
5 < π d’où −1 < cos 4π

5 < 0 et 0 < sin 4π
5 < 1, ainsi e

4iπ
5 =

−1−
√

5 + i
√

10− 2
√

5

4
,

donc :

cos
4π

5
=
−1−

√
5

4
et sin

4π

5
=

√
10− 2

√
5

4
.

(d) cos
π

5
= − cos

(
π − π

5

)
= − cos

4π

5
=

1 +
√

5

4
.

2. (a) sin
h

2
= 0⇐⇒ ∃m ∈ Z,

h

2
= mπ ⇐⇒ ∃m ∈ Z, h = 2mπ ⇐⇒ eih = 1.

(b) Si sin
h

2
= 0 alors eih = 1, de plus :

C(a, h, n) + i S(a, h, n) =

n−1∑
k=0

ei(a+kh) =

n−1∑
k=0

eia ( eih︸︷︷︸
1

)k

= n eia = n cos a+ i n sin a .

Donc C(a, h, n) = n cos a et S(a, h, n) = n sin a.

(c) Comme sin
h

2
6= 0 alors eih 6= 1, ainsi :

C(a, h, n) + i S(a, h, n) =

n−1∑
k=0

ei(a+kh) = eia
n−1∑
k=0

(eih)k

= eia
1− einh

1− eih
= eia

ein
h
2

ei
h
2

e−in
h
2 − ein

h
2

e−i
h
2 − ei

h
2

= eia ei(n−1)
h
2

sin
(
nh
2

)
sin
(
h
2

) = ei(a+
(n−1)h

2
) sin

(
nh
2

)
sin
(
h
2

) .
On en déduit que :

C(a, h, n) = Re[C(a, h, n) + i S(a, h, n)] =
sin
(
nh
2

)
× cos

(
a+ (n−1)h

2

)
sin
(
h
2

)
et :

S(a, h, n) = Im[C(a, h, n) + i S(a, h, n)] =
sin
(
nh
2

)
× sin

(
a+ (n−1)h

2

)
sin
(
h
2

) .
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3. (a) i. x1 + x2 =
7∑

k=0

cos[(2k + 1)θ] =
7∑

k=0

cos[θ + k(2θ)] = C(θ, 2θ, 8), d’où (a, h, n) = (θ, 2θ, 8).

ii. D’après la question précédente :

x1 + x2 = C(θ, 2θ, 8) =
sin
(
8×2θ
2

)
× cos

(
θ + 7×2θ

2

)
sin θ

=
sin(8θ)× cos(8θ)

sin θ
=

1
2 sin(16θ)

sin θ

=
1

2

sin(17θ − θ)
sin θ

=
1

2

sin(π − θ)
sin θ

=
1

2

sin θ

sin θ

=
1

2
.

(b) i. Soit x ∈ C, (x− x1)(x− x2) = x2 − (x1 + x2)x+ x1x2. Or x1 + x2 = 1
2 et x1x2 = −1,

par conséquent, pour tout x ∈ C :

(x− x1)(x− x2) = x2 − 1

2
x− 1 .

ii. Soit x ∈ C, la question précédente montre que :

x2 − 1

2
x− 1 = 0 ⇐⇒ (x− x1)(x− x2) = 0 ⇐⇒ x = x1 ou x = x2 .

Ainsi x1 et x2 sont les solutions de l’équation x2− 1
2 x−1 = 0. Résolvons cette équation :

x2 − 1

2
x− 1 = 0 ⇐⇒

(
x− 1

4

)2

− 17

16
= 0 ⇐⇒

[(
x− 1

4

)
+

√
17

4

] [(
x− 1

4

)
−
√

17

4

]
= 0

⇐⇒

(
x− 1−

√
17

4

)(
x− 1 +

√
17

4

)
= 0

⇐⇒ x =
1−
√

17

4
ou x =

1 +
√

17

4
.

Or x1 > 0, donc : x1 =
1 +
√

17

4
et x2 =

1−
√

17

4
.

(c) i. 5θ = 5π
17 et 6θ = 6π

17 , d’où : 0 < 5θ < 6θ < π
2 . Comme la fonction cos est strictement

décroissante sur [0, π/2], on obtient cos 6θ < cos 5θ.

ii. On remarque que cos 11θ = cos(17θ − 6θ) = cos(π − 6θ) = − cos(6θ), ainsi :

cos 5θ + cos 11θ = cos 5θ − cos 6θ > 0

d’après la question précédente.

iii. 3θ = 3π
17 et 7θ = 7π

17 d’où : 0 < 3θ < 7θ < π
2 . Donc cos 3θ > 0 et cos 7θ > 0.

iv. D’après les questions précédentes, cos 3θ > 0, cos 7θ > 0 et cos 5θ + cos 11θ > 0,
par conséquent :

x1 = cos 3θ + cos 5θ + cos 7θ + cos 11θ > 0.
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