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Devoir n° 4

PROBLEME - CORRECTION

1. (a) Les solutions de (E) sont les racines cinquiéme de 'unité, donc l’ensemble des solutions de

(E) est :
{ 2ikm
e 5

(b) i Soitz€C, 2> —1=(2—1)(z*+ 23+ 224+ 2+1), donc :

2im 4im 6im 8im }

k € [0,4] }: { l,es,e5,¢e5,¢e5

V2eC, Qz) =2+ 23 + 22+ 2 +1.
ii. Soit z € C*,

2
1 1 ) 1 1
zH-) +2+--1=0 <= 2242+ +2+--1=0
z z z z

4 2 3 2
2 1 —
z—i—z—i—;—z +z 2 _ 0 Qz(z)_

< Q(z) =0 car z #0.

iii. Notons A le discriminant de I’équation ¢2 + ¢ —1 = 0, alors A = 5. L’ensemble des

solutions est donc :

{ ~1+45 —1—\/5}

2 ’ 2

iv. Soit z € C, Q(0) # 0, ainsi d’apreés les questions précédentes :

1 —1 ) 1 —-1—-+5
Qz) =0 <= z—i——:i ou 24_,:7\[
z 2 z 2
1 1
= ZQ—;\/gz—i—l:O ou 22—2\/5,24—1:0.
Notons 41 le discriminant de la premiére équation et do le discriminant de la seconde,
alors 61 = _5%‘/5 <0etdy = M, ainsi :
—1+V5+iv10+2v5 —1+5—iV/10+2v5
Q2)=0 <= |z= 1 ou z = 1
. ( —1-VB5+iv10-2V5 —1—\/5—i\/10—2\/5>
u z = u z = .
4 4

L’ensemble des solutions de I’équation Q(z) = 0 est donc :

4 ’ 4 4 ’

{—1+\/5+i\/10+2\/5 14V —iV10+2v5 —1 -5 +iV10 — 25 —1—\/5—1'\/10—2\/5}
: 1 .
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v. Onavu que: Vz € C, 2° — 1 = (2 — 1)Q(z), par conséquent :

2—-1=0 <« 2-1=0 ou

Donc I'ensemble des solutions de (E) est :

“14+V54+iVI0+2v5 —14+vV5—ivV10+2v5 —1—V5+ivV10—-2vV5 —1—+/5—1iv10—2V5
’ 4

Q(z)=0.

4 ’ 4 4 ’
(c) e0<2F < Z dott0<cos? <1let0<sinZr <1, ainsi, d’aprés les questions (a) et (b) v
2in —1+f+z 10+2\/3
es = , donc
4
0082777_7—1—1—\/5 et n277r_710+2\/5
5 4 5 4 ‘
in  —1—4/54+1vV10—2v5
0%< <7Td0u—1<cos <Oet0<sm <1, ainsi e'5" = \f—i_i V5
donc :
At —1—-+/5 A 10 —2V5
cos — = —— et v eve
) 4 ) 4
(d) T < 7T) 4 14++5
cos— =—cos|(m——)=—cos— = .
5 5 5 4
. h h "
(a) s1n§:0<:>5|mez §—m7r<:>E|mEZ, h =2mn <" = 1.
h .
(b) Sisin 5= 0 alors e = 1, de plus :
n—1 -
C(a,h,n)+1iS(a,h,n) = Z (a+kh) Z
k=0 gl
= ne'® = ncosa+insina
Donc C(a,h,n) =n cosa et S(a,h,n) =n sina.
h .
(c) Comme sin 5 # 0 alors e # 1, ainsi :
n—1 ' ' n—1 ‘
C(a,h,n)+1S(a,h,n) = Ze’(“Jrkh) e’ Z(em)k
k=0 k=0
_ i 1— einh i ein% e—in% o ezn%
a 1- eih ‘ ei% efi% — ei%
. h h
_ ia ei(n—l)% S1 (%) ez(a—l- (n—1hy SN (%) )
sin (%) sin (%)

On en déduit que :

C(a,h,n) = Re[C(a,h,n)+iS(a,h,n)]

et :

S(a,h,n) = Im[C(a,h,n)+1S(a,h,n)]

sin (”—2}1) X sin (a + W)
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(a) i

ii.

(b) i

ii.

ii.

iii.

v.

7 7
x1 +x2 =Y cos[(2k +1)0] = >_ cos[f + k(20)] = C(6,260,8), d’ou (a,h,n) = (6,20,8).
k=0 k=0

D’aprés la question précédente :

sin (%) X COS (9 + %)

T+ x2 = 0(972978) =

sin 0
_ sin(86) x cos(80) 3 sin(166)
N sin N sin 6
~ 1sin(170 —0)  1sin(mr—60)  1sin6
2 sin 2 sind ~ 2sinf
1
T2
Soit x € C, (z — x1)(z — 22) = 2% — (x1 + z2)x + T129. Or 21 + 29 = % et r1r9 = —1,
par conséquent, pour tout x € C :
(r—z)(x—a0) = — -2 —1.

2
Soit x € C, la question précédente montre que :

2 1
x —im—lzo — (z—z1)(r—22)=0 <= =127 ou T =1x2.

Ainsi 1 et x5 sont les solutions de I’équation % — % x —1 = 0. Résolvons cette équation :

332—%1:—1:0 — <x—1>2—1g:0 — [(x—i>+\2ﬁ] [(x—i)—\/flzo

( 1—\/ﬁ>< 1+\/ﬁ>
= |(z—— | |z2—-——87—| =

4 4
1—17 14+ v17
r=— ou r=-—+—.
4 4
1+ V17 1—v17
Orx1>0,donc:x1:+46tx2:4\ﬁ.

i. 50 = 51”; et 60 = 9T dou: 0 < 50 < 60 < g Comme la fonction cos est strictement

17>
décroissante sur [0, 7/2], on obtient cos 66 < cos 56.

On remarque que cos 116 = cos(170 — 60) = cos(m — 66) = — cos(66), ainsi :
cos 50 + cos 116 = cos 56 — cos 60 > 0

d’aprés la question précédente.
39:?1’—7;et 79:%d’oﬂ:0<30<79<%.Donccos39>0etcos79>0.

D’aprés les questions précédentes, cos 30 > 0, cos 70 > 0 et cos 50 + cos 116 > 0,
par conséquent :

r1 = cos 360 + cos 50 + cos 760 + cos 116 > 0.



