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Math I - CPGEI

Devoir n° 2

PROBLEME

L’¢tudiant attachera la plus grande importance a la clarté, a la précision et a la concision de la rédaction.
1l veillera a justifier soigneusement toutes ses réponses. Si un étudiant est amené & repérer ce qui peut
lui sembler étre une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa copie et devra poursuivre sa composition en
expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené a prendre.

Lorsqu’un étudiant ne peut répondre & une question, il lui est vivement recommandé de poursuivre en

admettant le résultat qu’il lui était demandé de démontrer.

Pour toutes fonctions f : R — R et g : R — R, on définit les fonctions f+g: R —>Ret fxg: R—>R
par :

VeeR, (f+9)(x) = f(z)+g(x) et (fxg)(x)=f(z)xg(x).

On rappelle qu’une fonction f: R — R est dite
— paire si, pour tout x € R, f(—z) = f(z);
— impaire si, pour tout x € R, f(—x) = —f(x).

Onnote ®: R — R, x — 0.

1. (a) Onconsidére f:R - R,z —~22(1—23) et g: R—- R, 2= 2%(z —1)(z? + 2+ 1) +5.
Montrer que f + g est une fonction constante.
(b) Montrer que, pour toute fonction f: R — R, il existe g : R — R telle que f + g = ©.
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(c) On considére f: R —- R, 2 +—
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g:R—R, z+—< 22-1 Slx%{_l’l}.
4 sinon

Montrer que f x g est une fonction constante.

2. (a) Soit f: R — R et g: R — R deux fonctions et a € R.

Montrer que :
(f +9) " ([a,+o0]) € f71([a/2,4+00[) U g ([a/2,+00]).

(b) On considére f:R - R,z 23 et g: R = R, z — —a3.

i. Calculer f=([1,+00[) et g~ ([ 1, +o0]).



ii. Calculer (f+ g)~1([2,+o0]).

3. Soit A C R et B C R. On considére les fonctions
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et g:R—>R,x»—>{

(a) Montrer que : A C B <= (Vz € R, f(x) <g(x)).
(b) Montrer que : Vx € R, (xt € ANB <= (f xg)(z) =1).
(c) Montrer que : Vx € R, (r € AUB <= (f+g)(x) =1+ (f x g)(x)).

4. (a) Soit f: R — R une fonction. On définit

g:R—)R,x»—)W et h:R—)R,xn—)W.
i. Montrer que g est paire, h est impaire et que f = g + h.
ii. Calculer g et h pour la fonction f: R — R, z + 2% + 32% — 72° + 22% + 823 — 22 - 4.

(b) Soit g1 : R = R, g2 : R — R deux fonctions paires et by : R — R, ho : R = R deux

fonctions impaires telles que g1 + h1 = g2 + ho.
i. Montrer que la fonction ® : R — R, x — ¢g1(z) — g2(x) est a la fois paire et impaire.

ii. En déduire que g1 = g2 et h1 = ho.



