
Déterminant.
1. Définition. Soit A = (aij)1≤i,j≤n une matrice carrée d’ordre n.
Le déterminant est une application dét: Matn(K) → K défini par

récurrence sur n de façon suivante:
- Si n = 1, det(a11) = a11;
- pour n > 1, soit Aj la matrice (d’ordre n− 1) obtenue en supprimant

la première ligne et la j−ème colonne de A. Alors
dét(A) = a11détA1 − a12détA2 + ... + (−1)n+1a1ndétAn

On dit qu’on développe le déterminant suivant la première ligne de A.

En particulier, si n = 2, dét

(
a11, a12

a21, a22

)
= a11a22 − a12a21.

Exemple important. Le déterminant d’une matrice triangulaire (supérieure
ou inférieure) est égal au produit de ses éléments diagonaux.

Remarque. Si une colonne (ou une ligne) de la matrice est nulle, le
déterminant est nul.

.
Le déterminant comme une forme multilinéaire alternée.
Soit C1, ..., Cn les colonnes de la matrice A: A = (C1, ..., Cn). On peut

considérer le déterminant comme une fonction de n variables vectorielles
(C1, ..., Cn).

2. Théorème 1. Le déterminant est une application linéaire par
rapport à chaque colonne.

2. Si deux colonnes sont égales, le déterminant est nul.
3. Si l’on échange entre elles deux colonnes, le déterminant change de

signe.
3. Corollaire Le déterminant ne change pas si à une colonne on ajoute

une combinaison linéaire des autres colonnes.
.
Calcul des déterminants. En utilisant le corollaire 3 (et en échageant

les colonnes si nécessaire) on peut réduire la matrice à une forme triangu-
laire (”échelonnée” par rapport aux colonnes) exactement comme dans la
méthode du pivot; cela permet de calculer le déterminant.

.
Critère d’inversibilité.
Rappellons qu’une matrice est inversible si et seulement si ses colonnes

sont linéairement indépendantes (donc forment une base de Kn).
4. Théorème La matrice A ∈ Matn(K) est inversible si et seulement

si détA 6= 0.
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D’une manière équivalente, une famille de vecteurs (C1, ..., Cn) est une
base si et seulement si dét(C1, ..., Cn) 6= 0.

Ou encore d’une manière équivalente, le déterminant d’une matrice est
nul si et seulement si une de ses colonnes est combinaison linéaire des autres
colonnes.

.
Permutation des colonnes. Formule explicite.
On appelle permutation de {1, ..., n} toute bijection σ : {1, ..., n} →

{1, ..., n}.
On peut identifier la permutation σ avec la suite de ses valeurs (σ(1), ..., σ(n))

où chaque entier 1, ..., n apparait exactement une fois (une telle suite s’appelle
arrangement d’ordre n).

L’ensemble des permutations de {1, ..., n} est noté Sn.
On appelle transposition une permutation qui échange entre eux deux

entiers et laisse fixes les autres.
5. Proposition. Toute permutation se décompose en produit des trans-

positions.
Remarque: une telle décomposition n’est pas unique.
Si τ est une trasposition, on sait que dét(Cτ(1), ..., Cτ(n)) = −dét(C1, ...Cn)

(échange de deux colonnes).
6. Proposition. Soit σ le produit de k transpositions. Alors
dét(Cσ(1), ..., Cσ(n)) = (−1)kdét(C1, ...Cn).
7. Corollaire. Le nombre ε(σ) = (−1)k où k est le nombre de trans-

positions dans une décomposition de σ est indépendant de la décompositon.
Ce nombre est appelé signature de σ.

8. Théorème Soit f : E × ...×E → K une forme n−linéaire alternée
E = Kn). Soit (e1, ..., en) une base de E, C1, ...Cn ∈ E et Cj =

∑
i aijei,

j = 1, ..., n. Alors

f(C1, ..., Cn) =
∑

σ∈Sn

ε(σ)aσ(1),1...aσ(n),nf(e1, ..., en)

En particulier, pour A = (aij),

detA =
∑

σ∈Sn

ε(σ)aσ(1),1...aσ(n),n

9. Corollaire: caractérisation du déterminant. Le déterminat est
l’unique forme n- linéaire alternée normalisée: dét (In) = 1.

Noter que le déterminant est un polynôme homogène de degré n en n2

variables (aij) qui contient n! monômes.
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Vu que n! croit très vite avec n, cette formule n’est pas très pratique
pour les calculs.

.
Déterminant de la transposée d’une matrice.
Le théorème 8 permet de démontrer facilement le théorème suivant:
10. Théorème Pour toute matrice A ∈ Matn(K) on a dét (tA) =

détA.
11. Corollaire Toutes les propriétés du déterminant relatives aux

colonnes peuvent être affirmées pour les lignes.
.
Déterminant du produit de matrices. Déterminant d’un endo-

morphisme.
12. Théorème Pour toutes matrices A,B ∈ Matn(K) on a dét (AB) =

(détA)(détB).
13. Corollaire Si A ∈ Matn(K) est inversible on a dét (A−1) =

(détA)−1.
14. Corollaire Si A et A′ sont deux matrices semblables (A′ =

P−1AP ), alors détA′ =détA. En particulier, le déterminant de la matrice
associée à un endomorphisme ne dépend pas du choix de la base.

15. Définition Soit f un endomorphisme de l’espace vectoriel E. On
appelle déterminat de f le déterminant de la matrice qui représente f dans
une base quelconque de E.

.
Développement suivant une ligne ou une colonne; cofacteurs.
Soit Aij la matrice obtenue en supprimant la i-ème ligne et la j-ème

colonne de A.
Compte tenu du fait que l’on peut échanger entre elles les colonnes (le

déterminant change de signe) et de la dualité entre les colonnes et les lignes,
à partir du développement selon la première ligne on a les formules suivantes:

16. Théorème 1. Le développement du déterminant suivant la i-ème
ligne:

det(A) =
n∑

j=1

(−1)i+jaijdetAij

2. Le développement du déterminant suivant la j-ème colonne:

det(A) =
n∑

i=1

(−1)i+jaijdetAij

17. Définition On appelle cofacteur de l’élément aij le scalaire ∆ij =
(−1)i+jdétAij .
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On a donc les développements:
det(A) =

∑n
j=1 aij∆ij et det(A) =

∑n
i=1 aij∆ij

.
Matrice inverse.
18. Lemme Si k 6= i, on a

∑n
j=1 aij∆kj = 0.

Si k 6= j, on a
∑n

i=1 aij∆ik = 0.
19. Théorème Soit ∆ = (∆ij) la comatrice de A - la matrice

constituée de cofacteurs de A. Alors At∆ = t∆A =(détA)I.
En particulier, si A est inversible (dét(A 6= 0), on a

A−1 =
1

detA

t

∆

.
Rang d’une matrice, rang d’une famille de vecteurs.
Soit E = Kn. On a déja vu qu’une famille C1, ..., Cn est libre si et

seulement si dét(C1, ..., Cn) 6= 0.
Soit (C1, ..., Ck) une famille de k vecteurs. Son rang, qui est aussi le rang

de la matrice n × k A = (C1, ..., Ck), est la dimension de l’espace engendré
Vect(C1, ..., Ck) ou, de manière équivalente, le nombre maximal de vecteurs
linéairement indépendants parmi C1, ..., Ck.

Pour calculer le rang on peut toujours utiliser la méthode du pivot; pour
cela il faut remarquer que le rang ne change pas si on permute les vecteurs
ou si à un vecteur on ajoute une combinaison linéaire des autres. Par de
telles opérations on peut réduire la matrice A = (C1, ..., Ck) à une forme
”échelonnée” et alors le rang sera le nombre de vecteurs non-nuls dans une
famille ”échelonnée”.

.
Le rang en termes du déterminant.
On appelle mineur d’ordre r d’une matrice A le déterminant d’une

matrice d’ordre r extraite de A en choissant r lignes et r colonnes.
Remarque. Si le mineur avec les colonnes Ci1 , ..., Cir est non-nul, les

vecteurs Ci1 , ..., Cir sont linéairement indépendants.
20. Théorème Le rang de la matrice A = (C1, ..., Ck) est égal à l’ordre

maximal des mineurs non-nuls de A.
21. Corollaire Le rang d’une matrice par rapport aux colonnes est

égal à son rang par rapport aux lignes.
.
Comment reconnaitre si un vecteur est une combinaison linéaire

d’autres vecteurs?
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Evidemment, le vecteur C appartient à Vect(C1, ..., Ck) si et seulement
si le rang de la famille (C1, ..., Ck, C) est le même que celui de (C1, ..., Ck).
Il suffit donc de savoir calculer le rang.

.
Systèmes d’équations linéaires.
Nous allons considérer un système linéaire de n équations à n incon-

nues à coefficients dans K:
. a11x1 + ... + a1nxn = b1

...........................
an1x1 + ... + annxn = bn


.
En termes des matrices le système (S) s’écrit AX = B en notant

A =

 a11.......a1n

................
an1.......ann

, X =

 x1

..
xn

 et B =

 b1

..
bn

.

Résoudre (S) c’est trouver tous les vecteurs (x1, ..., xn) vérifiant (S).
Si la matrice A est inversible (det(A) 6= 0), le système est dit de Cramer:

il possède une solution unique donnée par X = A−1B.
En pratique on utilise la méthode du pivot de Gauss; la résolution du

système fournit aussi la matrice inverse A−1.
22. Proposition (Cramer). Un système de Cramer AX = B admet

toujours une solution unique quel que soit le vecteur B; la solution est donnée
par les formules de Cramer

xi =
det(C1, ..., Ci−1, B, Ci+1, ...Cn)

detA

[Preuve: l’équation AX = B s’écrit
∑

j xjCj = B, d’où
det(C1, ..., Ci−1, B, Ci+1, ..., Cn) = xidet(C1, ..., Cn).]
Dans le cas général, L’équation AX = B admet une solution si et seule-

ment si le vecteur B est une combinaison linéaire des colonnes (C1, ..., Cn);
si c’est le cas, à toute solution on peut ajouter une solution de l’équation
homogène AX = 0, donc un vecteur de ker(A). L’ensemble des solutions est
donc un espace (affine) de dimension dim(kerA) = n− rang(A).
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