Université Claude Bernard - Lyon 1 Semestre de printemps 2017-2018
Analyse IV Durée : 1 heure 30

Session 2 de ’examen final du jeudi 28 juin 2018

Aucun document et aucune calculatrice ne sont autorisés durant l’épreuve. L’usage des téléphones est prohibé. La
justification des réponses et un soin particulier de la présentation seront demandés et pris en compte lors de la
notation.

Les trois exercices sont indépendants et peuvent étre traités dans n’importe quel ordre.

Exercice 1. On s’intéresse aux fonctions y développables en série entiere de la forme Z anx™ autour de 0 qui
n>0
sont solutions (autour de 0) de I’équation différentielle

2(1 - )y (x) + (1 - 52)y/ (2) — 3y(x) = O.

1. Prouver que les coefficients a,, d’une telle fonction doivent satisfaire la récurrence

n+3

—_— > 0).
n+1a (n>0)

ap41 =
2. On impose maintenant et par la suite la condition initiale y(0) = 1. Trouver alors une formule pour les
n (n>0).
3. Quel est le rayon de convergence R de la série entiére ainsi obtenue 7

4. Trouver une forme explicite de la fonction y sur | — R; R[ & l'aide de fonctions usuelles (donc pas en forme

de série entiere).

Exercice 2. Les trois parties de ’exercice sont indépendantes.

1. Soit E 'espace vectoriel des fonctions C* sur [0, 1] & valeurs dans R tel que f(0) = 0.
(a) On pose pour tout f € E, N1(f) = || flloo €t Na(f) = || f'|lcc- Montrer que Ny et Na sont des normes
sur E (on donnera la démontration du résultat de cours pour Ny).
(b) Montrer que Ny(f) < Na(f) pour tout f € E. En déduire que I’application identité de (E, N2) vers
(E, N1) est continue.

(c) Montrer que N et N3 ne sont pas équivalentes. (Indication : On pourra considérer sur [0, 1], la suite

n

de fonctions (fy)n>1 avec fp(z) = £-.)

2. Soit E Plespace vectoriel des fonctions continues sur [—1, 1] & valeurs dans R muni de la norme

11 —/ (@)ld.

On considere application L: E' — R, qui & f associe la valeur f(1) : L(f) = f(1).

(a) Montrer que L est une application linéaire.

b) En considérant les fonctions f,, : * — +/nz™, montrer que L n’est pas continue.
, q p

3. Soit F un espace vectoriel normé, A, B C E. On définit

A+B={a+b;ac A be B}



(a) Soit a € A, b € B. Montrer que B(a + b,7) = B(a,r) + {b} pour tout r > 0.

(b) On suppose que A est un ouvert de E. Montrer alors que A + B est un ouvert de E.

Exercice 3. Pour n € N*, on consideére la fonction u,, : Rt — R définie par
Vz e RY, wup(z)=(-1)"In(1+ L
n(l+ x)

1. Montrer que la série de fonctions E u,, converge simplement sur RT.
neN*

2. Montrer qu’elle ne converge pas normalement sur RT.

3. Montrer qu’elle converge uniformément sur R¥.



Correction de la session 2 de ’examen final du 28 juin 2018

Correction de 1’exercice 1

1. Soit y une fonction développable en série entiere autour de 0 solution de ’équation différentielle donnée que

lon notera (E). Alors il existe > 0 et une série entiére Zana:" de rayon de convergence R > r tel que
+oo
y(x) = Z anx™ pour tout & €] —r;r[. Par le cours, y est de classe C™ sur | —r; 7| et ses dérivées successives

n=0
s’obtiennent par dérivation terme & terme. Pour z €] — r;7[, on a donc

2(1 =)y’ (z) + (1 - bz)y'(x) — 3y ()

—+oo +oo —+oo
= z(l—2x) Z n(n — 1)a,z™ 2 + (1 — 52) Z na,z""t -3 Z anz"
n=2 n=1 n=0
+oo —+o0 —+o0 —+o00 —+oo
= Z n(n —Da,z" ! - Z n(n — Dayz™ + Z napz” ' —5 Z na,x" — 3 Z anpx”
n=2 n=2 n=1 n=1 n=0
“+o0 +oo +oo “+o0 +oo
= Z(n + Dnapeiz™ — Z n(n — 1apz™ + Z(n + Dap1a™ =5 Z na,x"” — 3 Z anx”
n=1 n=2 n=0 n=1 n=0
+oo
= Z ((n+1)n+ (n+ 1)antr — (n(n—1) + 5n + 3)a,) ="
n=0
—+oo
= Z (n+1)%ans1 — (n+1)(n+ 3)a,) 2"
n=0

(car les premiers termes des sommes commencant & n > 1 ou 2 sont nuls). Puisque y est solution de (F),
on obtient donc
+oo
Vo el —rir[, > ((n+1)%an4 — (n+1)(n+3)a,) 2" =0

n=0
et par unicité du développement en série entiere :

n+3

VneN, (n+1)2ap1—(n+1)(n+3)a, dot any = 1%
n

2. On suppose désormais que y(0) = 1 i.e. ap = 1. En calculant les premiers termes, ou en réitérant la relation
(n+2)! (n+1)(n+2)

de récurrence, on intuite que a, = ol ag = 5 . Montrons ce résultat par récurrence sur
n!

n € N.

(n+1)(n+2)
2

e Soit n € N. Supposons que 'hypothese de récurrence est vraie au rang n. Alors

e Pour n =0, =1=ap.

n+3  n+3m+1)(n+2) (n+2)(n+3)

nt1 T nr1 2 2

Ap+1 =

ce qui prouve I’hérédité.

1 2
Par principe de récurrence, on a donc a,, = % pour tout n € N.

3. Puisque a,, # 0 pour tout n, on peut utiliser la regle de D’Alembert :

‘Cln_;,_l‘ - n—+3

lan| n+ 1 n—otoo

1
donc le rayon de la série entiere Z a,z" est R = 1= 1.



4. Pour tout = €] — 1;1[, on a

1 +o00 1 +o00
y(z) = 3 T;)(n +1)(n+2)z" = 5 nz_:zn(n —1)z" %
= 1
Or par le cours, on sait que la fonction S : z — Z " = T est de classe C™ sur | — 1;1[ et dérivable
terme & terme. On reconnait alors ci-dessus l’exprgs:s(ion de la dérivée seconde de S ce qui entraine
ylw) = %Sn(x) - %(1 _233)3 G —1x)3‘

Correction de ’exercice 2
1. (a) e Tout d’abord, les applications Ny : f — sup |f(x)| et Ny sont bien définies de F dans RT car
z€[0;1]
toute fonction continue sur le segment [0; 1] est bornée (et atteint ses bornes).

e Soit f € E, puisque pour tout = € [0;1], 0 < |f(x)] < ||f]lco, o0 &

Ni(f)=0 < sup |f(z)|=0 <= Vx€[0;1], |f(z)]=0 < Vze[0;1], f(z)=0 < f=0g.
z€[0;1]

e Soient f € F et A € R, alors

Ni(Af) = sup [Af(z)] = sup [A[[f(z)| = [A[N:(f).
z€[0;1] z€[0;1]

e Soient f,g € E. Pour tout = € [0; 1], par inégalité triangulaire

[(f+9)(@)] = [f(@) + g(@)| < [f(2)] + [g(x)] < Ni(f) + Ni(g)-
Puisque la borne supérieure d’un ensemble est le plus petit majorant de cet ensemble, on en déduit
que N1(f +¢g) < N1(f) + N1(g) ce qui acheéve de démontrer que N; est une norme sur E.
e [’homogénéité et l'inégalité triangulaire pour Ny découlent alors de la linéarité de 'application de
dérivation, et du fait que N7 est une norme sur E. Soit f € F, par la propriété de séparation de Ny,
No(f)=0 <= Ni(f)=0 << f'=0p — INeER, Vrel0;1], flz)=2A
— Vze0;1],f(x)=0 <= f=0g
puisque f(0) = 0. Ainsi, Ny est une norme sur F.

(b) Soit f € E. Puisque f est de classe C! sur [0; 1], pour tout z € [0;1], on peut écrire
f@) =10+ [ fod= [ Fod puisae £0) =0
0 0
d’olt

()] < / r] < / " Na(f) dt = Na(f).

<Na(f)
Comme ci-dessus, par passage a la borne supérieure, on trouve Ny (f) < Na(f).
On peut revenir & la définition de la continuité ou montrer que I'application identité Id de (E, N3) dans

(E, N1) est lipschitzienne par exemple. Soient z,y € E, alors
Ni(Id(z) —1d(y)) = Ni(z — y) < Na(z —y)

ce qui démontre que Id est 1-lipschitzienne donc continue.



(¢) Supposons par l'absurde que N; et Ny sont équivalentes, alors il existe «, 8 > 0 tels que pour tout
f € E, aNi(f) < Na(f) < BN1(f). En particulier, pour tout n > 1,
No(fn) = sup 2" ' =1<BNi(f,) =p sup r_Z (%)
z€[0;1] zefo;1] T n
par croissance des applications x — 2™ et  — 2"~ ! sur [0;1]. En faisant tendre n vers +oo dans
(), on obtient alors 1 < 0 ce qui est contradictoire. Ainsi, N7 et Ny ne sont pas équivalentes.
2. (a) Soient f,g € Eet A € R, alors LAf+g) = (Af+g)(1) =Af(1)+g(1) = AL(f) + L(g) donc L est une
application linéaire.
(b) On peut utiliser 'une des caractérisations équivalentes de la continuité pour les applications linéaires
pour montrer que L n’est pas continue. Supposons par I’absurde qu’il existe k € R tel que pour tout

f € E,|L(f)| <kl flli, alors en particulier, pour tout n € N*,

()] = v/ < Kl full =m/01x"dx=m[x”“]l i

n+1 0_ n+1

1
dou 1< T ce qui donne de nouveau la contradiction 1 < 0 lorsque n — +o00. Ainsi, L n’est pas
n

continue.

3. (a) Soit r > 0. Soit z € B(a + b,r), alors ||z — (a + b)|| < r. On peut écrire x = (z — b) + b avec
|(z —b) —al|| = ||z — (a +b)|| < r ce qui montre que z — b € B(a,r), ainsi, © € B(a,r) + {b} d’ou
I'inclusion B(a+b,r) C B(a,r)+{b}. Réciproquement, soit y € B(a,r)+ {b}, alors il existe z € B(a,r)
tel que y =2z+0b. On a [y — (a+b)|| = ||z — al]| < 7 ce qui montre que y € B(a + b,7) et acheve la
démonstration de B(a + b,7) = B(a,r) + {b}.

(b) On suppose que A est un ouvert de E. Soit € A+ B, alors il existe a € A et b € B tel que z = a+b.
Puisque a € A avec A ouvert, il existe 7 > 0 tel que B(a,r) C A. On va chercher & démontrer que

B(xz,r) C A+ B. Par la question précédente,

B(z,r) = B(a+b,r) = B(a,r)+ {b} CA+ B
CA cB

ce qui démontre que A + B est un ouvert de E.

Correction de ’exercice 3

1. Soit > 0. Puisque 1 + > 1, ona (—1)"u,(z) > 0 donc la série numérique Zun(x) est une série
n

_*r
(1+=x)
alternée.
T T
<
m+1)(14+2) — n(l+a)
x

vient |U7H_1($)| =In (1 + (n—’—l)ﬁl—‘,—{[;)) < In (1 + 7’L(1—|—{L‘)) = |un($)| Ainsi la suite (|un(a:)|)n21 est

décroissante.

> 0, on sait que

e Puisque donc par croissance de la fonction In, il

o |uy ()] DT In(1) = 0 par continuité de In.

D’apres le critere spécial des séries alternées, la série g un(x) converge, ce qui démontre la convergence
simple de la série de fonctions E Usy -
2. On sait que la convergence normale entraine en particulier la convergence absolue simple. Soit = > 0, alors

i —_ —
puisque s g

z 1
n—too l+2xn




Or la série de Riemann g — diverge et —— = 0, donc par comparaison de séries a termes positifs, la
n 1+
série |u, ()| diverge. Par suite, E U, ne peut pas converger normalement sur RT.

. Soit > 0. On a vu que la série E un () converge par le critére des séries alternées. Par suite, si 'on note

+oo
R, (z) = Z ug(x), on a aussi
k=n-+1
z 1
R, < |tn =ln|{l4+ ——— | <In{1+ —
Ro)] < (@) =10 (14 ) < (1 )
. x z+1 . . . .
puisque T < T = 1 et par croissance de In. Ceci prouve que la fonction R,, est bornée sur R*, et
r T x

comme la borne supérieure est le plus petit des majorants, on trouve

1
0 < [|[Rnl|coir+ zseuRp+ |R,(z)] <ln < + . 1) n—>_)+oo 0

ce qui démontre que la suite de fonctions (R,,),, converge uniformément vers la fonction nulle sur R*. Par

conséquent, la série de fonctions E u, converge uniformément sur R,



