1) a) Notons A un réel tel que pour tout n > 0, on ait u, = Ag™. Soit n > 0 un entier. On calcule
Unt1 — QUn = AT — gAg" = M@t — ¢" 1) = 0 et on conclut que la suite (u,) vérifie bien la
condition qui définit L(—q).

b) On va montrer par récurrence sur U'entier n ’hypothese :

(Hn) “vp = 'Uan”-

* L’initialisation (Hy) est évidente.

* Soit n > 0 un entier, supposons (H,,). Comme la suite (vy) est dans £(—q), on sait que vy, +1 —qv, = 0.
On en déduit que v, 11 = qu, = quoq"™ = v9q" "' : Phypothese (H, 1) est bien vérifiée.

Les deux items ci-dessus permettent de conclure & la véracité de (H,,) pour tout n.

¢) Soit (uy,) une suite géométrique, et soit ¢ une de ses raisons (elle n’en a qu'une mais pas besoin de le
savoir). Alors, par le a), (uy,) est élément de £L(—q) et donc de £1. Réciproquement, soit (v,) un élément
de L;. Soit alors un réel a tel que (v,) € L(a). Par le b) on conclut que v, est géométrique de raison —a.
L’ensemble £, et ’ensemble des suites géométriques sont donc égaux, puisqu’inclus I'un dans ’autre.

2) Supposons que la suite proposée soit élément de L£;. Il existerait alors un réel a tel que pour tout n > 0,
on ait uy41 + au, = 0. Cette relation serait en particulier vraie pour n = 0 et pour n = 1 ce qui fournirait
les relations respectives 2 + a = 0 et 3 + 2a = 0. Le réel a se révelerait simultanément égal & —2 et & —3/2,
ce qui n’est pas tres raisonnable. C’est donc que cette suite n’est pas dans L;.

3) L’inclusion M C L; est fausse. Considérons la suite étudiée a la question précédente ; elle n’est pas
élément de L£1. En revanche, on vérifie sans mal qu’elle est élément de M : soit en effet n > 0, en prenant
a4 = —Upy1/u, (qui & un sens car u, = n+ 1 n’est pas nul), on constate qu’il existe bien un a tel que
Un+1 + au, = 0.

L’inclusion £1 C M est en revanche vraie: d’une fagon beaucoup plus générale, on peut toujours déduire un
V3 du 3V correspondant.

Il n’est pas tres difficile de voir qu'une suite est élément de M si elle a la propriété suivante : ou bien elle
ne s’annule jamais, ou bien ’ensemble des indices ou elle ne s’annule pas est un intervalle (éventuellement
vide) de N de la forme {0,1,...,n}. (On peut dire ga de plein d’autres fagons, par exemple dire que si, un
jour, u, s’annule, elle ne se réveille plus jamais et reste nulle pour les siecles des siecles).

4) La réponse est oui pour (uy) et (wy,) et non pour (v,). Quand la réponse est ”oui” ¢a se montre par un
calcul facile qui est un cas particulier de celui de la question suivante et que je ne tape pas sur ce corrigé (il
est attendu sur les copies, néanmoins!). Pour (v,) on montrera que la réponse est "non” en calculant tres
explicitement vo — 5v; + 6vg =4+ 5x 246 x 1 £ 0.

5) Soit n un entier. On calcule uy, 12 — 5y 1 + 6uy, = (A27F2 + p37T2) — 5(A27FL 4 37+ + 6(A27 + u3™) =
A2"(4—-5%x246)+pu3"(9—5x%x346)=0+0=0. Ce calcul prouve que (v,) est bien dans £(—5,6).

6) a) Le plus simple est peut-étre de tatonner au brouillon (soustraire la premiere équation a la deuxiéme
est particulierement recommandable) pour deviner des formules pour « et 8 puis assener ces formules
au lecteur. C’est ce que je fais ici.

Choisissons a = 3vg — v1 et 8 = v1 — 2vg. On vérifie alors que a+ § = (Bvg — v1) + (v1 — 2vg) = vp et
que 2a.+ 38 = (6vg — 2v1) + (Bug — 6vy) = vy.

b) Dans l'intention de le montrer par “récurrence forte” et pour chaque n > 0, notons (H,,) 1’énoncé :
“vp = 2™ + 5377,

* On initialise ici pour n = 0 et aussi pour n = 1. Chacune des vérifications découle d’une des lignes du
systéme qui figure au a).

* Soit ensuite un n > 0, et supposons que pour tout entier k € {0,...,n+ 1} "énoncé (Hy) est vérifié.
Montrons (Hp,42).

Comme la suite (v) est dans £(—5,6), on a en particulier v,42 = 5,41 — 6v,. Vu les hypotheses de
récurrence (H,41) et (H,) on en déduit que v, 1o = 5(a2"t 4 B371) — 6(a2™ + B3") = a2™(5 x 2 —
6) + 33"(5 x 3 —6) = da x 2" + 983 x 3" = a2"+? 4 B3"*F2. Ceci prouve (H,y2).

Les deux items qui précédent assurent la véracité de (H,) pour toute valeur de n.



7)

a) Le plus sympathique est peut-étre ici de remplacer les différents s; ou ¢; du systéme par leurs
définitions, et de savoir de la trigonométrie élémentaire (formules pour le sinus et le cosinus d’un arc
doublé), ou les reconstituer depuis les rappels offerts au lecteur.

On s’apergoit qu’il est demandé de résoudre :

sin(20) =asin @

cos(20) =acosf + b
Les réels a = 2cosf et b = —1 répondent manifestement au cahier des charges. Montrons 'unicité. Soit
(a’,b") un autre couple de réels qui y répond. La premiere équation entraine que o’ = sin(26)/sin@ (la
division est possible car les hypotheses spécifient que 6 n’est pas multiple entier de 7), donc @’ = a;
puis la deuxiéme équation donne b’ = ¢y — acy, donc ' = b. Ceci prouve I'unicité.

b) L’astuce indispensable pour s’en tirer est de chercher a faire les deux récurrences regroupées en une
seule.
Alnsi, n désignant un entier positif, il est judicieux de noter (H,,) I’énoncé suivant :

(H,) Snt2 = aSpt1 + bSy et crio = acpi1 + bey.

* L’initialisation, pour n = 0, découle de la définition de a et b: elle est obtenue & partir du systeme
figurant au a).

* Pour I'hérédité, soit n > 0. Supposons (H,,).

On calcule alors ¢, 43 = Cpy2¢1 — Snt281 = (@Cny1 +ben)er — (asnt1 + bsn)s1 = a(cnt101 — Spt151) +
b(cner — 8p81) = acpta + bept1. Le calcul de s,43 est ni plus ni moins difficile et je ne le tape pas, le
laissant au lecteur. On conclut finalement & la véracité de (Hp41).

Les deux items qui précedent garantissent la véracité de (H,,) pour tout n, ce qui répond exactement &
la question.

¢) Il suffit de s’apercevoir que le résultat du b) peut se redire autrement : on a montré que (s,) et (c,)
sont toutes deux éléments de L(—a, —b). Par définition de Ly elles sont donc toutes deux éléments de
Lo.

a) Je n’ai pas envie de la taper... Il convient de réécrire les calculs faits au 5 (allégés d’ailleurs de leurs
lettres grecques) en y remplagant les “2” par des “-¢”, les “3” par des “-r”, les “-5” par des “q+ 1", les
“5” par des “—q —r” et les “6” par des “qr”. Bon courage.

b) Soit (uy) et (v,) deux éléments de L. Par définition de ce dernier ensemble, on peut introduire des
réels g et r tels que (u,) € L(q) et (v,) € L(r). Par le a) on conclut que (uy) + (v,) € L(q + r,qr) et
donc que (up) + (v,) € Ls.

9) On remarque que pour tout n > 0, tpq2 — 2Unt1 +up = (N +3)—2(n+2)+ (n+1) =0 et on en déduit
que (up) € L(—2,1) et, a fortiori, que (u,) € Ls.

10) Soit n > 0. On calcule alors w4k + C1Wntk—1 + ++ + ckwWn = (Untk + Untk) + €1 (Untk—1 + Vngk—1) +
c At ep(un +vn) = (Unagk + ClUngk—1 + -+ Cotn) + (Ungk + Q1 VUpgk—1 + -+ ck0n) =0+ 0=0.
11) a) Soit (uy) une suite polynomiale de degré inférieur ou égal & 2. On introduit des réels a, b et ¢ tels

que pour tout n > 0, on ait : u, = an?® + bn + c. On fixe alors un n > 0 et on développe completement
le calcul de uy4+3 — 3up42 + 3un4+1 — uy en remplagant chacun des u; qui y figure par sa définition. Il se
passe la méme chose qu’a la question 9: tout se simplifie et il reste un béte zéro.

b) La suite (z,,) est somme de la suite (v,) et de la suite (w,) qui est définie par: pour chaque n > 0,
Wy, = — m_léﬁvo +n(n—2)v — @’02. Cette suite (wy,) est polynomiale de degré inférieur ou égal
& 2 donc, par le a), elle est élément de £(—3,3,1). Comme somme de deux éléments de £(—3,3,—1), la
suite (z,,) est alors également élément de £(—3,3, —1).

Une fois cette remarque faite, on va montrer I’hypothese “x,, = 0” (que l'on notera (H,,)) par récurrence
sur n. On initialise en vérifiant & la main, depuis la formule compliquée qui définit (x,,), que o = 0,
x1 = 0, x5 = 0. Une fois ceci fait, I'hérédité est facile & montrer comme suit : soit n > 0, supposons que
pour tout entier k compris entre 0 et n+2 au sens large on ait xj, = 0. Alors 2,3 = 3Ty 42— 3Tp1+Tn =
3x0-3x04+0=0.



¢) Au a), on a montré que ’ensemble des suites polynomiales de degré inférieur ou égal & 2 était inclus
dans £(—3,3,—1). Aub), on a montré que, si on partait d’une suite (v,,) élément de £(—3,3,—1), il se
révélait que pour tout n > 0, v, = WUO —n(n—2)v1+ n(";l)vg et donc que (v,,) est polynomiale
de degré inférieur ou égal & 2; et on a donc montré l'inclusion de £(—3, 3, —1) dans ’ensemble des suites
polynomiales de degré inférieur ou égal a 2. Ceci montre I’égalité ensembliste requise.

12) a) On espere que vous écrirez que Py = L£(—4,6,—4,1).

b) Ca devrait mieux marcher si on calcule de gauche & droite : soit n un entier. Alors v,43 — 3vp42 +
3Un+1 — Un = (un+4 - un+3) - 3(un+3 - un+2) + 3(Un+2 - 3un+1) - (Un-l-l - Un) = Un+4 — 4un+3 +
6uUn+2 — 4Upn+1 + Uy. On déduit de ce calcul que Vn,v,43 — 3vpt2 + 3Upt1 — vy =0 <= VN, Upqq —
dupi3 + 6Upto — duny1 + up = 0 et done que (v,) € P3 <= (uy) € Pay.

¢) Soit (uy) une suite polynomiale de degré inférieur ou égal a 3, soit a, b, ¢ et d quatre réels tels que
pour tout n > 0, on ait : u,, = an® + bn? + en + d et soit (v,) comme & la question précédente. On
constate que pour tout n > 0, v, = a(n +1)* —an® +b(n +1)> =bn®  +c(n+1) —en+d—d =
a(3n? +3n+1) +b(n+1)2 —bn? + c¢(n + 1) — cn + d — d donc que (v,,) est une suite polynomiale de
degré inférieur ou égal & 2. On déduit du 11 a) que (v,) est un élément de Ps, puis du b) qui précede
que (uy,) est un élément de Py.

d) Peu de chance que vous vous y soyez frottés en temps limité, essayez donc & la maison ; si vous avez
fait des efforts raisonnables j’écrirai peut-étre le corrigé.

13) a) Il y a bien stir deux fagons de faire. L'une est de constater que chaque ligne est nulle, puisque
(un) est dans L(a,b), et donc que la réponse est 0. Si on préfere sommer par colonnes, on obtient :
Unta + (@ + upts + (b + ac+ Dupp2 + (be + ad)up41 + bduy,.

b) Le calcul qui précéde donne & peu prés directement la réponse: il a montré que (u,) était dans

lensemble L(a + ¢,b + ac + d,be + ad, bd). Comme (u,) était un élément quelconque de L(a,b) ceci

prouve 'inclusion.
14) La solution est courte mais devrait sembler un peu astucieuse. Prenons (uy,) et (v, ) deux éléments de Ls.
Par définition de Lo, on peut introduire des réels a, b, c et d tels que (u,) € L(a,b) tandis que (vy,) € L(c,d).
En appliquant la question précédente on voit que L(a,b) C L(a + ¢,b + ac + d,bec + ad, bd) ; appliquons
maintenant la question précédente en y échangeant a et ¢ d'une part, b et d d’autre part: on obtient
Iinclusion L(¢,d) C L(c + a,d + ca + b, da + ¢b, db). Dans ces deux expressions, I’ensemble de droite est le
méme. On conclut que les suites (u,) et (v,) appartiennent toutes les deux & L(a+ ¢, b+ ac+ d, be+ ad, bd).
On va alors rechercher la question 10 et on conclut que (uy,)+ (v,) appartient aussi & L(a+¢,b+ac+d, be+
ad, bd). Il appartient donc & L4.

15) Comme au 12 d), cherchez a la maison. Ce n’est pas vraiment plus difficile que ce qu’on vient de faire,
mais les notations sont inévitablement assez lourdes et c¢’est un peu pénible.

16) Mérite aussi d’étre creusée avant d’en lire un corrigé. Il n’y a pas vraiment d’astuce, il faut surtout étre
trés courageux : on part d’un (u,) € L(—a, —b), d'un (v,) € L(—c,—d), on écrit les six (!) relations:
Up4+2 = AQUp41 + by,
Up4+3 = QUp42 + dUp41
Up44 = QUp43 + bUpt2
Up42 = CUnt1 + duy,
Up43 = CUnt2 + dUpt1
Up4d = CUpt3 + dvpto.

On multiplie la troisieme par la sixieme pour commencer, puis on se bat un moment et, apres des calculs
assez volumineux, on y arrive - enfin on peut y arriver. La ténacité est alors récompensée. Vous pouvez bien
str obtenir de moi plus d’indications, mais seulement si vous avez essayé un peu tout seul d’abord.



