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CORRECTION DE L’EXAMEN FINAL D’ANALYSE III DE 2014

Exercice 1. Soit f : R? — R définie par f(z,y) = e (1 + z — y) sin(y).
1. Montrer que f est de classe C? :
La fonction f est le produit des fonctions fy : (x,y) — e~ %, fo: (z,y) — 1 4+ 2 — y polynémiale donc de
classe C* et f3 : (x,y) — sin(y). Puisque f; est la composée de la fonction réelle exponentielle de classe
C> sur R avec la fonction polynoémiale (,y) — —z, elle est aussi de classe C> sur R? et il en est de méme
de la fonction f3. Par suite, f est C*° sur R?, donc en particulier C2.

2. Calculer le gradient de f et la matrice Hessienne de f en tout point (z,y) :
Soit (z,y) € R%. On a

) = atp)sint) et G (o) = e (siny) + (142 ) cos(y)

donc le gradient de f au point (z,y) est Vf(x,y) = <e“’( sierz(y()_f(_; Tiﬂi(gy/)) cos(y)))' De plus,

62
L) = (-1t~ y) siny),
02 f

et 872(% y) = —e “(2cos(y) + (1 +x — y)sin(y).

o2 f

aTay(x’ y) = e “(sin(y) + (—z +y) cos(y))

La matrice Hessienne de f au point (z,y) est donnée par

_ e (=1 +x —y)sin(y) e~ (sin(y) + (—z + y) cos(y))
Hessy (@,y) <e-f<sin<y> + (-2t ) cos(y) —e*(2cos(y) + 1+ — ) sin<y>> '

3. Calculer le développement de Taylor-Young de f & l’ordre deux au point (0,0) :

Puisque f est de classe C2, elle admet un développement de Taylor-Young & l'ordre deux au point (0,0),
donné par

f(hk) = £(0,0) +df(0,0)(h, k) + 5 d2f( 0)((h, k), (h, k) + o[l (h, K)[I*)

of of O*f
o Ay dy?

= k—k>+o(|(h,E)*) lorsque (h,k) — (0,0)

= 0en P00 1Y (0.0)+ 20k L(0,0)) + o1,

(0,0) + (h a—f(o 0) + k2=

4. Trouver I'unique point critique de f situé dans P'ouvert {(z,y) € R? |1 > 2 > 0,7 >y > 0} :

Soit (z,y) € {(z,y) €ER? |1 > 2 > 0,7 >y > 0}. (x,9) est un point critique de f si et seulement si df(z, y)
est application nulle de R? dans R, ce qui équivaut au systéme suivant

g(wy)—o - ( )sin(y) =0
A e *(—x +y)sin(y) =
g?(az )=0 {ez(sin(y)+(1+xy)608(y))0
dy Y

x =y puisque e * > 0et sin(y) >0car 0 <y <
< .
cos(y) = sin(y)

= (z,y)= (%, 2) puisque 0 < z < 1

T
ce qui démontre que f admet un unique point critique dans ’ouvert donné, qui est ( 7 4)



Comme f est de classe C? sur l'ouvert {(z,y) € R? |1 >z > 0,7 >y > 0}, on peut appliquer le critére de
cours sur les extrema concernant la Hessienne :

7r7r):e*% <_\/§ \/§>

H (ff -
Sr\1 7 2 \v2 —3v2

s
de déterminant ¢ 2 > 0 et de trace —2e~T1/2 < 0, ce qui démontre que f admet un maximum local au
point critique.

5. Pourquoi peut-on affirmer que f (restreinte & A) atteint son maximum et son minimum sur 4 = {(z,y) €
R?2|0<z<1,0<y<m}?
L’ensemble A = [0;1] x [0;7] est un fermé de R? comme produit cartésien des deux segments (fermés) de
R. De plus, il est clairement borné puisque pour tout (z,y) € A, ||(2,y)|s = max(|z|,|y|) < 7. Comme R?
est de dimension finie, c’est un compact de R2. Par suite, f est continue sur le compact A, & valeurs réelles,
donc elle est bornée sur A et atteint ses bornes.

6. Sans cherche a les calculer, expliquer pourquoi les points ot f atteint son minimum sur A sont situés sur la
frontiere de A (c’est-a-dire sur A\ A°) :
On a vu que f admet un minimum (global) sur A, qui est en particulier un minimum local. Si celui-ci est
dans Pintérieur de A, qui correspond & ouvert {(z,y) € R? |1 > x > 0,7 > y > 0}, il est forcément en
un point critique, donc en (%’ z). Or f (%,%) = ge_% > 0 dou f(0,0) =0< f (%,%
que le point critique ne peut pas étre le point de minimum (on aurait aussi pu conclure griace au critere de

) , ce montre

cours puisque l'on sait que f admet un maximum local strict en ce point, il ne peut donc pas étre point de

minimum). Ainsi, les points ol f atteint son minimum sont forcément sur la frontiere de A.

Exercice 2. On s’intéresse & la surface S dans R3 définie par 1'équation z2(y —3)2+y% +y+22—1 = 0, autrement
dit, S = {(z,y,2) € R® | h(z,y,2) =0} ott h: (2,y,2) € R® = 2%(y = 3)* + ¢ +y + 2> — 1.
1. Montrer que tout point (z,y,z) € S vérifie |y| < 2 :
Soit (z,y,2) € S, alors 2%(y — 3)% + y? +y + 22 — 1 = 0. Par positivité de 22(y — 3)? et 22, on en déduit que
0=2%(y—3)2+y>+y+22—1>y?>+y— 1. Or la fonction polynomiale réelle ¢ : t — t?> + ¢ — 1 a pour

—-1-5 —1++/5
2

discriminant A = 5, et deux racines réelles notées t; = ————— et t5 = . Elle est donc négative

sur [t1;ta] et positive stricte sur | — oo; t1[ et |to; +00[. Par conséquent, y appartient a [¢1;¢2] ce qui implique
1+56

< .
ly| < 5

En déduire que S est bornée :

=

1
De méme, on a y + 2% —1 < 0 ce qui donne 22 <1 —y = |1 —y| <1+ |y| <3 puisque |y| < +2 <2
et 22(y —3)2 +y —1 <0 d’ou 2%(y — 3)% < 3 comme précédemment. Comme |y| < 2, (y —3)2 < 1> 0, on

obtient donc la majoration z? < =32 < 3. Pour tout (z,y,z) € S, on a donc

y—3)
[z, y,2)|5=2"+9*+2°<3+2°+3=10 dou |/(z,y,2)2 < V10.

Ainsi, la surface S est bornée.

2. Tout d’abord, la fonction h est polynémiale donc de classe C* sur R3, son gradient existe donc en tout
point de S. Pour tout (z,y,2) € R3, le gradient de h au point (z,y, z) est

Ooh

*(9«"7%7«’) 2.’17(y— 3)2
oh 2
&(Iayaz)



Soit (x,y,z) € S. Supposons par labsurde que Vh(z,y,z) est le vecteur nul, alors comme y < 3, on

1
en déduit que (z,y,z) = (0, —570 ce qui est contradictoire car ce point n’appartient pas a S puisque

1 5
h{0.——.0 ) = —— 0.
(, 2,) "

. (Question facultative) Déterminer le plan tangent & S au point (0,0,1). Pour une surface S’ donnée par
S" = {(x,y,2) € R®| F(x,y,2) = 0} ot F:R?® — R est de classe C', ’équation du plan tangent au point
(0, Yo, 70) est donnée par

OF OF OF
87(330, Yo, 20)(z — o) + afy(l‘o, Yo, 20) (Y — yo) + g(%,yo, 20)(z — 29) = 0.

Dans notre cas, ’équation du plan tangent a S au point (0,0,1) est donc
(y—0)+2(z—1)=0.

. Prouvez que la fonction f : (z,y,z) — y + 2z atteint un minimum et un maximum sur S :

La fonction f est polynémiale donc continue sur R3. La surface S est bornée d’apres la question 1. Montrons
qu’elle est fermée grace a la caractérisation séquentielle des fermés. Soit ((z,, Yn, 2n))nen une suite d’éléments
de S qui converge vers (x,y,2) € R3. Pour tout n € N, h(zp,Yn, 2,) = 0 donc h(zy, yn, 2,) tend vers 0
lorsque n — +00. D’autre part, par continuité de h, on a aussi h(zy, Yn, 2n) n_>—+>00 h(x,y, z). Par unicité de
la limite, on en conclut que h(z,y,z) = 0, ce qui démontre que (x,y, z) € S. Ainsi, S est une partie fermée
de R3, bornée, puisque dim(R3) < 400, c’est un compact de R3. La fonction f est continue sur le compact
S, a valeurs réelles, donc elle est bornée sur S et atteint ses bornes.

. Déterminer les points ou f atteint ses bornes sur S :

On cherche les extrema de f restreinte a la surface S = {(z,y,2) € R® | h(z,y,2) = 0}, ce qui revient &
chercher les extrema de f sous la contrainte h(z,y,z) = 0. On va donc chercher & appliquer le théoréme
du multiplicateur de Lagrange (extrema liés). Soit (x,y,2) € S. Puisque R? est un ouvert, que f et h sont
toutes deux de classe C! sur R?, et que dh(z,y, z) n’est pas I'application nulle (puisque Vh(z,y,z) # 0),
si f admet un extremum local en (z,y, z) (sous la contrainte h(x,y,z) = 0), alors il existe A € R tel que
df(z,y,z) = Mdh(x,y, z), d’ou

0= X2z(y —3)?
Vi(@,y.2) = AVh(zy2) ) 1=A2ePy-3)+2y+1)
(x,y,2) €S 2= X2z (donc A #0)
?y—3)2+y’+y+22-1=0
z=0
11—
Y7o
= 1
o
A
(1_A)2+1_A+12—1—0
42 20 A B
Or
(1-X2% 1-x 17 5 ) )
oz T o +X —1=0<<= 1-N)"4+201Q-N+4-4 =0 = N =1 < re{-1;1}

ce qui entraine, pour A =1, (z,y,2) = (0,0,1) et pour A = —1, (z,y,2) = (0,—1,—1).

On sait que f admet forcément un minimum et un maximum sur S. De plus, ’étude ci-dessus montre que
ceux-ci sont forcément atteints aux points (0,0, 1) et (0, —1, —1). Puisque f(0,0,1) =2 > f(0,—1,—1) = =3,
il découle que la restriction de f & S atteint son maximum en (0,0, 1) et son minimum en (0, —1, —1).

. On définit g : R — R par g(z,y, 2) = cos(z)—ye *+zet F : R? — R? par F(z,y, 2) = (g(z,y, 2), h(z,y, 2)).
Calculer la matrice jacobienne de F en tout point (z,y,2) € R? :

Tout d’abord, puisque g est de classe C* sur R? (comme somme de produits et composée de fonctions
polynomiales avec des fonctions réelles de classe C*), et h aussi, la fonction F est de classe C! sur R3, ce



qui justifie Pexistence de sa matrice Jacobienne en tout point (z,y,2) € R3. Soit (z,y,2) € R3, alors

dg dg dg
JF(I y Z) B %(1772%2) ai(xayvz) %(IJJ?Z) B < —sin(:v) —e~? ye—z+1
== | on 0 Oh T \2z(y—3)* 22%(y—3)+2y+1 2z '
B (L1 2) 3y 50 @1,2) 5oy, 2)

. Calculer la matrice Jacobienne de la fonction (y,z) — F(0,y, z) au point (0,—1) et montrer qu’elle est
inversible.

Notons G : (y,2) — F(0,y,2) = (G1(y, 2),G2(y, 2)). La matrice Jacobienne de G au point (0,—1) est
donnée par

oG, oG, dg dg
9G4 0,-1 990,0,-1) 22(0,0,-1

Je(0,-1) = 86631/2(0 | aaG2(0 1) - g%(0 0, 1) g}Zl(o 0 1) - (_16 _12>
820 %20on) \Two-n Seo-n

de déterminant 2e — 1 #£ 0, donc elle est inversible.

. Démontrer qu’au voisinage du point (0,0, —1), I’équation F(z,y,z) = (0,0) équivaut a (y,z) = ¢(x) pour
une certaine fonction ¢ :

e La fonction F est de classe C! sur R®.
e Le point (0,0, —1) est tel que F(0,0,—1) = (0,0).

e La différentielle au point (0,—1) de lapplication partielle G : (y,2) € R?> — F(0,y,2) est un isomor-
phisme de R? dans lui-méme, car d’apres la question 7, sa Jacobienne est inversible.

D’apres le théoreme des fonctions implicites, il existe donc un ouvert U o —1) de R? contenant (0,0, —1),
un ouvert Wy de R contenant 0, et une fonction ¢ : Wy — R? de classe C! tels que

((l‘,y,Z) € U(O,O,fl) et F(%?J’Z) = (070)) <~ (J} € WO et (y,Z) = (b(l‘))
ce qui démontre qu’au voisinage du point (0,0, —1), ’"équation F(z,y,z) = (0,0) équivaut a (y, z) = ¢(x).
. En notant ¢; et ¢o les composantes de ¢, calculer ¢} (0) et ¢5(0) :

e Premiere méthode : Pour tout x € Wy, on a

—2(z) 4 ¢2(

_ cos(z) — 1 (x)e )=0
Flasonhoute) = 0.0) = { 0P S  ente -1 =0

En dérivant ceci ligne par ligne, on trouve, pour tout x € Wy,

{ —sin(z) — ¢ (2)e ) — gy () Ph(x)e @) + Ph(x) =0
2u(1 (x) — 3)2 + 2028, () (b1 () — 3) + 20, ()1 (x) + & (x) + 26 () o () =

ce qui donne

oot 020 e1 "B ) () = (ol -0p)

Puisque (0,0, —1) € Ug,9,—1) et vérifie (0,0, —1) = 0, on a en particulier (0, —1) = ¢(0) donc ¢1(0) =0
et ¢2(0) = —1. Puisque 0 € Wy, le systeme précédent évalué en z = 0 donne

(7 D)0 (@) -=50 DO-0)

o Deuziéme méthode : on utilise directement la formule du cours. On sait qu’il existe un ouvert Wy inclus

dans Wy vérifiant, pour tout x € WO :

dg(z) = —daF(z,¢(2)) " o i F(z, ¢())



10.

ou d; F'(a,b) désigne la différentielle de Papplication  — F(x,b) au point a et doF(a,b) la différentielle
de Papplication (y,z) € R? — F(a,y,2) au point b € R2. Matriciellement, cela donne la formule (en

utilisant les matrices Jacobiennes des applications considérées) :

dg -1 Pl
<¢m» 5, @ 2@)) (@ () 29 (2, ¢(x))

¢h(x)) | 2h = —
douenz =0
-1
<¢,1(0)) . gz(o,o,—l) %(0,07—1) ;};(0 0,-1) _ <—e 1 >‘1 <0) _ <0)
¢l2(0) %(0’0,—1) %(0,0,—1) %(0707_1)) ! - ! v

Remarque : la matrice dont on prend 'inverse est la méme que celle que ’on a calculé dans la question 7.
Si on cherche a appliquer le théoréme des fonctions implicites a la premiére composante de F', a savoir
g:R? x R — R au méme point (0,0, —1) (qui est tel que g(0,0,—1) = 0). Il faudrait cette fois vérifier que
la différentielle de I’application z € R — ¢(0, 0, z) au point —1 est un isomorphisme de R, il suffit alors de
vérifier que le terme %(O, 0,—1) = 1 est non nul, ce qui est bien le cas. Il existe alors un ouvert U(IO,O,fl)
de R? contenant (0,0, —1), un ouvert W(/o,o) de R? contenant (0,0) et une application ¢ : W(/o,o) — R de

classe C! telle que
((m,y,z) € U(/O,O,fl) et g(xvyvz) = 0) — ((xay) € W(IO,O) et z = (P(xay))

0
On pourrait alors nous demander de maniere similaire a ce que 'on a fait ci-dessus de déterminer 8—90(07 0)
x
0
t 22(0,0
dy
I'identité

0). On utilise alors le fait que ¢(0,0) = —1 (puisque g(0,0,—1) = 0 et (0,0,—-1) € U(/O,O,—l)) et

V(z,y) € Woo),  9(@,y,0(w,y)) =0 ie. cos(x) —ye ¥ + p(z,y) = 0

et on dérive par rapport & z (resp. par rapport a y). On peut aussi utiliser directement la formule de cours
au point (0,0, —1) qui s’écrit matriciellement sous la forme :

(200 200) = (Zoo-v) (Zoo-1 Loo-n).

Bonus : Montrer qu'’il n’est pas possible de résoudre 'équation F(z,y,z) = (0,0) en (z,y) = (z) (avec ¢
différentiable) au voisinage de (0,0, —1) :
Supposons qu’au voisinage de (0, 0, —1), 'équation F(z,y, z) = (0, 0) équivaut & (z,y) = ¥(2) = (¥1(2), ¥2(2))

avec v différentiable. Alors on a pour z assez proche de —1,

{ cos(¢1(z)) — Ya(2)e™* + 2 =0
Y1(2)2(P2(2) — 3)2 +1h2(2)2 + h2(2) + 22 = 1=0

d’ou en dérivant chaque ligne par rapport a z :

{ =1 (2)sin(¢1(2)) — Yy(2)e™ +a(2)e™* +1=0
201 (2)91(2) (2(2) = 3)7 + 201 (2)*95(2) (¥2(2) — 3) + 205(2)2(2) + ¥ (2) +22 =0

d’oti en évaluant ceci en z = —1 (puisque (—1) = (0,0) = (1(—1), ¢¥2(-1)))

{ —4(~1)e+1=0
Uh(-1)-2=0

ce qui est absurde.



