Université Claude Bernard - Lyon 1 Semestre d’automne 2017-2018
Maths III PMI - Analyse

CORRECTION DE LA SESSION 2 DE 2017

Correction de ’exercice 1 :
Puisque les fonctions u et v sont de classe C, la fonction ¢ : t € R — (u(t),v(t)) est elle-aussi de classe C!
sur R. De plus, la fonction f est polynomiale donc de classe C! sur R2. Puisque I’on peut écrire g = f o ¢, par

composition, la fonction g est de classe C! sur R. Par la formule de dérivation en chaines, on a
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Correction de 1’exercice 2 :

1
Puisque — — 0, on peut utiliser les développements limités usuels :
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Puisque la série harmonique E — diverge, par comparaison de séries a termes positives (au moins a partir d’un
n

certain rang), la série donnée est divergente.

Correction de 1’exercice 3 :

1
Notons f : z € [2;+oo[— —. La fonction f est continue sur [2;+oc[, & valeurs positives. Ainsi, la
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convergence de 'intégrale donnée équivaut a 'intégrabilité de f sur [2;4o0o[. Par continuité, f est intégrable sur

tout segment de la forme [2; A] avec A > 2. Lorsque x — +00, on a
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qui est intégrable sur [A; +oo] si et seulement si r+ 3 > 1, ce qui équivaut a r > 3 Finalement, I'intégrale donnée

. . 1
converge si et seulement si r > 5

Correction de 1’exercice 4 :

n
2
Soit a € R*. Notons u,, = o te pour tout n € N. Comme u,, > 0 pour tout n, on peut chercher a utiliser la
V/n3" + 4
regle de d’Alembert :
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3 < 1, donc la série Zun converge.

e Sia=1, alors
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ntl L, 2 < 1, donc la série E Uy, converge.
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— Sia > 3, alors 3 > 1, donc la série Z uy, diverge (grossiérement).

— Si a = 3, on ne peut pas conclure par la regle de d’Alembert, mais
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et la série E uy, diverge par comparaison de séries a termes positifs et utilisation du critere de Riemann.

Finalement, 'ensemble des a € RT tels que la série Zun converge est [0; 3.

Correction de 1’exercice 5 :

1. Soit z € R*,si z # 0, on a
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Siz =0, alors f,(x) =0 —+> 0. Ainsi, la suite de fonctions (f,)nen converge simplement sur Rt vers la
n——+0o0

fonction

f: RY — R
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2. Si (fn)n converge uniformément sur R™, c’est forcément vers sa limite simple f. Pour tout n € N, la fonction
fn est continue sur R* (comme quotient de fonctions continues dont le dénominateur ne s’annule pas), alors
que f est discontinue en 0 (puisque lim+ f(z) =1+# f(0)). La continuité étant préservée par passage a la

z—0

limite uniforme, la suite (f,), ne peut pas converger uniformément sur R*.

3. La fonction g est dérivable sur [a; +00[ et pour tout = € [a;+o0], on a
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donc g est décroissante sur [a; +00l.
Soit n € N. Pour tout = € [a; +00[, on a
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< par décroissance de g sur [a; 400].

Ceci entraine que la fonction f,, — f est bornée sur [a; +00], et puisque la borne supérieure d’un ensemble

est le plus petit majorant de cet ensemble :

g(a)
0< ||fn - f||oc;[a;+oo[ = zefal;l}ioo[ |fn(x) - f(x)| < na+ 1 n—>—+>oo 0 car a > 0.

Ainsi, la suite de fonctions (f, ), converge uniformément sur [a; +o0o[ vers la fonction f.

Correction de 1’exercice 6 :

1. On se place dans le quart en haut a droite (x > 0 et y > 0), on trace les deux cercles d’équations respectives
22 + y? = 4 (cercle de centre (0,0) et de rayon 2) et 22 + y? = 25 (cercle de centre (0,0) et de rayon 5).
Le domaine §) est la partie de couronne comprise entre ces deux cercles (toujours dans la partie z > 0 et
y=0).

2. Soit (x,y) € R2. On utilise les coordonnées polaires et on note (z,y) = (r cos(d),rsin(f)) avec r € RT et

0 € [—m; ], alors on a

x>0 < rcos(d) >0 < r=0o0u cos(d) >0 < r=0o0ub e [-n/2;7/2],

y>0 < rsinf >0 < r=0o0uéb € [0;x],
et enfin
4<2?+y? <25 <= 4<r? <25 «— 2<r<5.

Le domaine € s’écrit donc comme Q = {(rcos(d),rsin(d)) | 0 € [0;7/2],2 < r < 5}. D’apres le dessin,
le domaine 2 est simple, et ce que l'on vient de faire prouve qu’il est #-élémentaire. Puisque la fonction
a intégrer (x,y) — zy est continue sur  (car polynomiale), le théoréme de changement de variables en
polaires donne

w/2 p5
// zydedy = / 2 cos(6) sin(0)r dr df
Q r=2

0=0

w/2 5
/ cos(f) sin(6) df x / r3dr  car les variables sont séparées
0 2



Correction de 1’exercice 8 :
+oo
1. Notons f : (z,t) € R — e~ "+ de sorte que F(z) = / f(x,t)dt.

— 00

e La fonction f est continue, méme de classe C*°, sur R? comme composée de la fonction exponentielle de

classe C* sur R avec la fonction polynomiale (z,t) — —t? + tz de classe C* sur R2.

e Soient x € [—a;a] et t € R, alors
a0 = e e < e ettt = (1)

car xt < |ot| < a|t| donc par croissance de I’exponentielle, e®* < e, La fonction ¢, : R — R* est
continue, donc intégrable sur tout segment inclus dans R. De plus, elle est paire, donc il suffit d’étudier

son intégrabilité au voisinage de +o00. Par croissances comparées, on a

t—+4oo ﬁ

1
Pia(t) = MOl — 0 don mt):o( )

Comme t — e} est intégrable au voisinage de +o0o0 par Riemann, par comparaison de fonctions positives,

il s’ensuit que ¢, est intégrable sur R.

e Puisque la fonction f est de classe C! sur R?, elle admet une dérivée partielle par rapport & sa premiere

variable, e qui est continue sur R2.
x
e Soient x € [—a;a] et t € R, alors
0
a0 = e < e e = 1),
i

On montre de la méme maniére que ci-dessus que 1, est intégrable sur R.

D’apres le théoreme de dérivation par domination, la restriction de F & [—a;a] est de classe C'. Comme ceci
est vrai pour tout a > 0, on en déduit que la fonction F est de classe C! sur R et pour tout z € R,

+oo 2
Fl(x) = / 8—f(ﬂc,ﬁ) dt = / +oote” el dt.
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2. Pour x € R, on a par intégration par parties généralisées avec les fonctions u : t — —56_ et v:t—s e

de classe C! (possible car tous les termes ci-dessous convergent), on trouve :
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F'(z) ;
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x . .
= §F (x) par croissances comparées.
x
Ainsi, F est solution sur R de I’équation différentielle (E) : y' = 5Y-
3. Par résolution de cette équation différentielle, il existe A € R tel que pour tout € R, F(z) = Xe? /4. On

remarque que

d’ou



