Université Claude Bernard - Lyon 1 Semestre d’automne 2025-2026
Cursus prépa 2A : Mathématiques 3 24 novembre 2025

Devoir commun n° 3

La rédaction mathématique et la présentation de votre copie seront prises en compte dans la notation.
(Le bareme est indicatif et non définitif)
PARTIE ALGEBRE

Exercice 1. ( /6) Soit £ = R3[X], et soit B. la base canonique de E. On considere I’endomorphisme
f € L(E) défini par sa matrice A dans la base B, :

1 -2 0 2
0 1 -2 2
A= 0 -2 1 2
0 -2 -2 5

1. Eléments propres de f.

(a) Calculer le polynome caractéristique de f.

(b) Déterminer une base de I’espace propre Ep(f), et en déduire sa dimension.

1 0
(c) Notons v; = (1) et vy = (1] . Calculer A-v1 et A-v9, et en déduire une base du deuxieme
1 1

sous-espace propre de f.
2. Diagonalisation et application.

(a) Montrer que A est diagonalisable et exhiber une matrice inversible P et une matrice diagonale
D telles que A = PDP~'.

(b) Sans effectuer de calculs, et en utilisant la question précédente, détailler la méthode pour

obtenir une expression de f" = fo...o f.

Exercice 2. ( /4) On considére "endomorphisme A de RY défini par, Vu € RY :
A(u) = (Unt1 — Un)pey  (Autrement dit : ¥n € N, A(u)n = tUni1 — un).

1. Déterminer I’ensemble des suites u telles que u € Ker(A).

2. Déterminer les valeurs propres et les espaces propres associés de A.



PARTIE ANALYSE

Exercice 3. ( /3)
1. Enoncer le théoreme de convergence dominée pour les suites de fonctions.

2. Justifier 'existence et déterminer la limite en +oco de la suite définie pour tout n > 3 :

/‘H’O In(t)
Uy = ——dt.
1 VIt

Exercice 4. ( /3) Pour tout n € N* et pour tout x €] — 1; 1] on pose

fo() = " sin(nm).
n
1. Montrer que la série Z fn converge simplement sur | — 1, 1].
n>1
+00
2. On pose [ = an, montrer que f est C! sur ] —1,1[.
n=1

Exercice 5. ( /4) Pour tout n € N* et pour tout € R on pose

n
n? + z2

gn(z) = (=1)"

1. Etudier la convergence simple de la série de fonctions Z gn sur R.
n>1

2. Montrer que la série de fonctions g gn est uniformément convergente sur R.
n>1

3. Soit I C R un segment. Cette série de fonctions converge-t-elle normalement sur I ?



