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Dans tout le chapitre, K désigne le corps R ou C et E un K-espace
vectoriel.

1. Normes J

1.1. Définitions J

Définition 1.1

On appelle norme sur E toute application N : E — R™ vérifiant :
@ axiome de séparation : Vx € E;, N(x) =0 <= x =0

@ homogénéité : Vx € E, VYA e K, N(Ax)= |\ N(x)

@ inégalité triangulaire : ¥x,y € E, N(x+y) < N(x) + N(y).
On dit alors que le couple (E, N) est un espace vectoriel normé.

Remarque : Les normes sont souvent notées N(.), || .||, ou|.|. S'il n'y a
pas d’ambiguité sur la norme considérée, on note parfois simplement E
I'espace vectoriel normé.
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Proposition 1.2 (Inégalité triangulaire inversée)

Soit (E, || .||) un espace normé. Alors pour tous x,y € E, on a

[l = Iy Il < lix = yll-

Définition 1.3
Un vecteur x d'un espace normé E est dit unitaire si ||x|| = 1.

1.1. Normes usuelles sur K” )

Soit n € N*.
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Proposition 1.4 (Inégalité de Cauchy-Schwarz)
Pour tous x = (x1,.-.,%n),¥ = (y1,---,yn) ER", on a

Zxk Zyk
k=1

avec égalité si et seulement si la famille (x, y) est liée.

n
Z XkYk| <
k=1

Proposition 1.5

Pour x = (x1,...,x,) € K", on pose
n n
Ixlle =) bl lxlla = [ D Il et lixlloo = e | X
k=1 k=1 €ltinl
Les applications || . ||1, || . |2 (norme euclidienne) et || . ||~ sont des normes

sur K",

v
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Remarque : Plus généralement, pour p € [1; +oc[, on peut montrer que
I'application ||. ||, : K" — R™ définie par

n 1/p
x|l = (Z |xk|P> Vx = (x1,...,X,) € K"
k=1

définit une norme sur K”. De plus, on a

Vx = (x1,...,%1) €K",  [|X|loc = pli}rroo x|l -
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1.3. Distance associée )

Soit || .|| une norme sur E.

Définition 1.6
Soit (E, || .||) un espace normé. On appelle distance associée a la norme

I .|| sur E I'application

d: ExE — RT
(xy) — lIx—=yl-

Proposition 1.7

La distance d associée a une norme || .|| sur E vérifie :

@ Vx,y € E, d(x,y)=d(y,x) [symétrie]

@ Vx,yeE, d(x,y)=0 <= x =y [séparation]

@ Vx,y,ze E, d(x,y)<d(x,z)+d(z,y) [inégalité triangulaire] .
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Définition 1.8
Soient (E, || ||) un espace vectoriel normé. On appelle distance de x a une
partie non vide A de E la borne inférieure

d(x,A) = inf{d(x,a) | a€ A} =inf{||x — a|]| | a € A}.

Remarque : Si x € A, alors d(x, A) = 0 mais la réciproque est fausse.
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1.4. Boules )

Définition 1.9
Soient (E, || .||) un espace normé, a € E et r > 0. On définit :
@ /a boule ouverte de centre a et de rayon r par
B(a,r)={x€ E||x—a| <r},

@ /a boule fermée de centre a et de rayon r par

B(a,r)={xe E||x—all <r},
@ /a sphere de centre a et de rayon r par
S(a,r)={x€E||x—a| =r}

Remarque : On a B(a,r) = B(a,r) U S(a, r) (union disjointe).
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Définition 1.10 J

Les boules de centre Og et de rayon 1 sont appelées boules unités.

Figure — Boules unité de R? pour les normes || . [|oo, || - [|2 €t || - ||1-

10735



Remarque : On peut voir que B(a,r) = a+ rB(0g, 1) et
B(a,r) = a+ rB(0g,1).

Proposition 1.11
Une boule B (ouverte ou fermée) est une partie convexe, c'est-a-dire que

Vx,y € B, V8€]0;1], (1—-0)x+0yc B.

Une sphére (de rayon r > 0) n’est pas convexe.
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1.5. Caractére borné )

Définition 1.12

Une partie A d’'un espace vectoriel normé E est dite bornée s'il existe
M € RT tel que

Vx e A, x| £ M.

Remarque : Une partie est bornée si et seulement elle est contenue dans
une boule fermée de centre Og, cela équivaut au fait d'étre contenue dans
une boule fermée B(a, r) pour un certain a € E.

Définition 1.13
Si A est une partie bornée non vide de E, on définit son diametre par :

diam(A) :=sup{||x — y|| | x,y € A}
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Soit X un ensemble non vide et E un espace vectoriel normé.

Définition 1.14

On dit qu'une fonction vectorielle f : X — E est bornée lorsque son
image l'est, i.e.

IMeRY, VxeX, [f(x)] <M.

Proposition 1.15

Soient f,g: X — E et \,u € K. Si f et g sont bornées, alors Af + ug
I'est aussi.

Corollaire 1.16

L’ensemble B(X, E) des fonctions bornées de X dans E est un sous-espace
vectoriel de I'espace F (X, E) des fonctions de X dans E.

v

13/30



2. Espaces vectoriels normés usuels J

2.1. Norme sur un espace vectoriel de dimension finie )
Proposition 2.1
Tout K-espace vectoriel de dimension finie peut étre muni d’une norme. J

Remarque : On peut ainsi construire des normes sur un espace vectoriel E
de dimension n € N* associées aux normes || .||, que I'on a vues sur K".
n

Soit B = (e1,...,€e,) une base de E. Pour tout x = Zx,-e,- € E ou

i=1
(x1,...,xn) € K", on pose

Np(x) = [[(x1, -+ xa) -
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2.2. Norme de la convergence uniforme J

Soient X un ensemble non vide et (E, || .||) un espace vectoriel normé. On

rappelle que I'on note B(X, E) I'ensemble des fonctions bornées de X dans
E.

Proposition 2.2

Pour toute fonction f : X — E bornée, on définit
[flloc = sup [[F(X)-
xeX

L’application || . ||« définit une norme sur B(X, E).
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Autres exemples de dimension infinie a connaitre :

@ Soit E le K-espace vectoriel des séries numériques absolument
convergentes. Les applications suivantes sont des normes sur E. Pour

u= Z up, On pose
+oo
lulli = lual et Julloo = sup{|un| | n € N}.
n=0

Q Soient a < b deux réels et E = C([a; b], K) |'espace des fonctions
continues de [a; b] dans K. Cet espace est inclus dans I'ensemble des
fonctions bornées de [a; b] dans K. Les applications suivantes sont des
normes sur E :

b
|l F—s sup |F(8)], H.||1:f|—>/ I£(8)] dt
te[a;b] a

b
et .|l f— /]f(t)\zdt.
a
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2.3. Produit d’espaces vectoriels normés J

Proposition 2.3

Soient (E1, Nv), ..., (Ep, Np) des espaces normés et E = Ey x --- x Ep.
Les applications suivantes définies pour tout x = (x1,...,Xp) € E par

P p
Ixlly =Y NieGx),  lxllz = 4| D Nelok)?
k=1 =1

et xlloo = max{Ni(x¢) | k € [1: p]}

définissent des normes sur |'espace produit E.

Remarque : Si rien n'est précisé, on munit E de la norme || . ||s.
Définition 2.4

L’espace vectoriel normé (E, || .||~ ) est appelé espace normé produit des
espaces normés (Ey, Ni), ..., (Ep, Np).
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3. Equivalence de normes J

3.1. Comparaison de normes J

Définition 3.1
Deux normes Ny et No sur un méme espace E sont dites équivalentes si

E|C1, G > 0, VxeeE, C1N1(X) < N2(X) < CgNl(X).

Remarque : Puisque C; et G, sont strictement positifs, on a aussi,

é%MSMM<1%M

i E
X € E, _Cl

donc les places de N; et N> peuvent étre échangées dans la définition de
deux normes équivalentes.
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Théoreme 3.2 (Equivalence des normes en dimension finie (admis))

Sur un K-espace vectoriel de dimension finie, les normes sont deux a deux
équivalentes.

Remarque : Attention, ce résultat est faux en dimension infinie!
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3.2. Encadrement des boules )

Proposition 3.3

Si Ny et Ny sont deux normes équivalentes sur E alors toute boule de
centre a pour 'une des normes est incluse et contient des boules de méme
centre a (mais de rayons différents) pour I'autre norme.

Dans R? : [ [loo < ||+ ll2 € V2| - ||co:

I+ lloo < I Tlx <21+ floo

[l <Dl < -l et

1
\ﬁ

1.0

-1 5
-2 .
1.0

74
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3.3. Notion invariante par passage a une norme équivalente J

Définition 3.4

On dit qu’une notion est invariante par passage a une norme équivalente
si, lorsqu’elle est vérifiée dans un espace normé (E, Ny), elle I'est encore
dans I'espace normé (E, Ny) quand Ny est équivalente & Nj.

Remarque : Lorsque deux normes ne sont pas équivalentes, certaines
propriétés peuvent étre vraies pour une norme sans |'étre pour |'autre.

3. Suites d’éléments d’un espace vectoriel normé J
3.3. Convergence J
Dans toute cette partie, (E, || .||) désigne un espace vectoriel normé.
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Définition 4.1

On dit qu'une suite (up)nen € EY d’éléments de E est bornée s'il existe
M € R* tel que ||up|| < M pour tout n € N,

Définition 4.2
On dit qu'une suite (up)nen € EN d’éléments de E est convergente s'il
existe ¢ € E tel que ||u, — || — 0 lorsque n — 40, i.e.

Ve >0, INEN, VYn>N, |u,—¢|<e.

Cet élément ( est alors unique, on I'appelle limite de la suite (up), et on

note{ = |lim u, ouu, — /.
n—-+o00 n——+o00

On dit que la suite est divergente dans le cas contraire.
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Remarque : La convergence d'une suite dans I'espace vectoriel normé E
est par définition relative a la norme || .|| sur E. Elle n'est pas en général
satisfaite pour une autre norme. En cas d’ambiguité sur la norme choisie
sur E, on parlera de convergence de la suite pour || .|| et on notera

unuﬁ.

n—-+400

Remarque : On dispose des équivalences :

u, — ¢ <— u,—{ — Of
n—-+00 n—-+o0o

<~ |jlup—¥¢] — 0.

n—-+o0o
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4.2. Opérations J

Proposition 4.3
Siup, — L alors ||\up|| — ||4||. Par conséquent, toute suite
n——+00 n——+00

convergente est bornée.

Preuve : D'apres |'inégalité triangulaire inversée, on obtient
O <lluall = 1€l < |lun =¥ — O lorsque n — +oo

d'ou le résultat par théoreme des gendarmes. On utilise ensuite le fait qu'une suite
réelle convergente est bornée.
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Proposition 4.4

Soient (Up)nen €t (Vn)nen deux suites d'éléments de E convergeant
respectivement vers { et ¢'. Pour tous \, ;1 € K, on a

Aup + pvy — M+ pl quand n — +oo0.

En d’autres termes, I'ensemble des suites convergentes de E est un espace
vectoriel, et I'application (up), — lim u, est linéaire.
n——+00

Preuve : On suppose que u, —+> { et v,
n—

o0

— {'. Soient A\, u € K, alors
n—-+o0o

0 < [|(Aun + pva) = (AL + pl')]

IA(un =€) + pu(v = £))|
(Alllun = €l + |l fva = €]

— 0.
n——+oo

<
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Proposition 4.5
Soient (A\n)nen € KY une suite numérique convergeant vers \ et

(un)nen € EN une suite d’éléments de E convergeant vers { € E, alors

)\n'Un n—>—+>oo>\£

Preuve : Sous les mémes notations, pour tout n € N, on a

O< A n-tn=XAL = |An-tn=Xp-L4+X-L=X-{
< Aalllua = £l 4+ [Aa = ALl€]]
—0

puisque la suite (A,), est convergente donc bornée.
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4.3. Effet d’un changement de norme J

Proposition 4.6

Deux normes équivalentes définissent les mémes suites convergentes, et
celles-ci ont les mémes limites pour les deux normes. En d'autres termes, si
N et N’ sont équivalentes, pour toute suite (u,), d'éléments de E, pour
tout ¢ € E, on a I'équivalence :

N N’
u, — { <— u, — /L.
n——4-00 n—-4-00

Remarque : Attention, si N; et Ny sont deux normes sur E non
équivalentes, il se peut qu'une suite converge pour une norme et diverge
pour |'autre, voire qu’elle converge pour ces deux normes mais vers des
limites différentes !
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4.4. Convergence en dimension finie J

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie p € N* et e = (eq, ..., ep)
une base de E. Soit u = (u(n))nen une suite d’éléments de E. Pour tout
n € N, on peut écrire

u(n) = ur(n)er + - - + up(n)ep.
Définition 4.7

Les suites scalaires ux = (ux(n))nen sont appelées suites coordonnées
(ou composantes) de la suite vectorielle u dans la base e.

Proposition 4.8

On a équivalence entre :

@ /a suite u converge,

@ es suites coordonnées uy, . .., u, convergent.
De plus, si tel est le cas, on a

imu(n) = ( lim_wy(n)er + 4 (_lim_up(n))ep
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4.5. Convergence dans un espace produit J

Soient (E1, N1),. .., (Ep, Np) des espaces vectoriels normés, et
E =E; x---x E,. On a vu que I'on peut munir E des trois normes
suivantes : pour x = (xi,...,Xp) € E,

p n
Ixlle =Y NieGx),  lixllz = 4| D Nilxe)?
k=1 k=1
et |Ix|joo = max{Nk(x«x) | k € [1; p]}-
Ces trois normes sont deux a deux équivalentes.
Soit u = (u(n))nen une suite d'éléments de E. Pour tout n € N, on a

u(n) = (u1(n),. .., up(n)). Les suites vectorielles uy = (ux(n))nen sont
appelées suites coordonnées de la suite u.
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Proposition 4.9
On a équivalence entre :
@ a suite u = (u(n))nen converge (pour la norme produit),

@ les suites coordonnées (ou composantes) ux = (ux(n))nen convergent
(respectivement pour Ny ).

Si tel est le cas, on a alors

oo U1 = 0 ) 0 N (7))
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