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Dans toute la suite, n et p désignent des entiers naturels non nuls, et U un ouvert de R™.
Définition 1
Soit f : U C R® — RP. On dit que f est scalaire si f est a valeurs dans R, c’est-a-dire si p=1. On
dit que f est a valeurs vectorielles sinon.
Définition 2

Soit f : U C R™ — RP. Pour tout x € R", on peut écrire f(x) sous la forme f(z) = (f1(z),..., fp(z)) €
RP. Pour tout i € [1;p], 'application f; : U C R™ — R est appelée i-éme fonction composante
(ou i-éme fonction coordonnée) de f.

Définition 3
Soit f : U C R* — RP. Soit a = (ay,...,a,) € U. Pour tout j € [1;n], on définit I'application
partielle f, ; par

faj: Ug; CR — RP

t — f(alv"'7aj—1at7aj+17"'5an)
ouU,; ={teR| (a1,...,a;-1,t,aj41,...,a,) € U} (la notation est abusive dans les cas j = 1 et
j = n pour lesquels il faut remplacer les expressions ci-dessus par (t,as,...,a,) et (a1,...,an—1,1t)

respectivement).

Définition 4
Soit I un ouvert non videde R, a € I et f: 1 C R — RP. On dit que f est dérivable en a si le taux
d’acroissement

1

S(fla+1) - (@)
converge lorsque t — 0 (avec t # 0). Sa limite est alors appelée vecteur dérivé de f en a et noté
f'(a).

Définition 5
Une fonction f : I C R — RP est dite dérivable si elle I’est en tout point de I'ouvert non vide I. On
peut alors introduire I'application f': I — RP appelée fonction dérivée de f.

to— f(t)
Théoréme 6
Soit f: I C R — RP? de fonctions coordonnées fi,..., fp. On a équivalence entre :
(1). f est dérivable,
(i7). les fonctions f1, ..., f, sont dérivables.

De plus, si tel est le cas, on a

vtel, f'(t)=(fi(®),..., (1))

Définition 7
Soient U C R™ un ouvert,a € U et f : U C R™ — RP. On dit que f admet une dérivée partielle par
rapport a sa j-iéme variable au point a (encore appelée j-ieme dérivée partielle en a) si 'application
partielle f, ; est dérivable au point a;.



of

On note alors 0; f(a) ou (a) cette dérivée, c’est-a-dire

d;
9if(a) = fa;laz)
_ hm f(ah e 7aj,1,aj +t7(lj+17. .. ,an) — f(ah. .. ,an)
t—0 t '

Définition 8
Si f: U CR" — RP admet une dérivée partielle par rapport a sa j-ieme variable en tout point
a € U, Papplication 0;f : U C R® — RP est appelée j-iéme dérivée partielle de f.

Proposition 9
] Soit f: U CR" — RP et f1,...,fp : U CR"™ — R ses applications coordonnées. On a équivalence
entre :
(7). f admet des dérivées partielles,
(ii). les fonctions coordonnées de f admettent des dérivées partielles.
De plus, on a alors (0;f)r = 0;(fx) o P'on a noté fi, et (0;f)x les fonctions coordonnées de f et 0;f.

Définition 10

Soit f:U CR® — RP et a € U. Si f admet des dérivées partielles par rapport a toutes ses variables
au point a, on définit la matrice Jacobienne de f au point a, notée Js(a), comme la matrice a p
lignes et n colonnes dont les coefficients sont

ofi
Zj

(Jy(a))iy = 0;fi(a) = 3 (a) Vie[l;p],Vj e [1;n].

On remarque que J¢(a) € M, »(R).

Définition 11
Toujours sous réserve d’existence des dérivées partielles de f, soit a € U :

e si f est scalaire (i.e p = 1), on définit le gradient de f au point a, noté gradf(a) ou V f(a), par

01f(a)
gadf@=| | ="
Onf(a)

e sin=p (ie. f:UCR" — R"), on définit la divergence de f au point a par
divf(a) = difi(a) = (Js(a))
i=1

e sin = p = 3, on définit le rotationnel de f au point a par

02 f3(a) — 03 f2(a)
rotf(a) = | Osf1(a) — 01 f3(a)
01f2(a) — 02 f1(a)

Définition 12
Soient f : U CR" — RP, a € U et v € R™. On dit que f est dérivable selon le vecteur v en a (ou
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admet une dérivée directionnelle suivant v en a) si la fonction d’une variable réelle ¢ : t — f(a+ tv)
est dérivable en 0.
On appelle alors dérivée selon le vecteur v de f en a la valeur de cette dérivée, notée

Dyf(a) = ¢/(0) = lim = (f(a + tv) — f(a)).

t—0 t

Proposition 13

Notons (ey, .. .,e,) la base canonique de R™. Soient f : U C R" — R? et a € U. Soit j € [1;n]. La
fonction f admet une dérivée partielle par rapport a sa j-iéme variable en a si et seulement si elle
admet une dérivée directionnelle selon le vecteur e; en a.

Si c’est le cas, on a alors

9;f(a) = De, f(a).

Définition 14

Une fonction f : U C R® — RP est dite différentiable en a € U s’il existe une application linéaire
u : R™ — RP? telle que

[f(a+h) = fla) = u(h)|

lim
Al

h50zn

=0 (%)

Proposition 15

Si f est différentiable en a, application linéaire u est unique. On la note df(a), appelée différentielle
de f en a. Par définition, df(a) appartient a L(R™, RP).

Théoréme 16

Soit f: U C R® — RP. Si f est différentiable en a € U, alors f est continue en a.

Définition 17

Soit f:U C R — RP. On dit que f est différentiable (sur U) si f est différentiable en tout point
de U. L’application

df: U — L(R",RP)
a — df(a)

est alors appelée différentielle de f.

Proposition 18

Si f: R"™ — RP est constante, alors f est différentiable et sa différentielle est I'application nulle :
pour tout a € R™, df(a) = 0.

Proposition 19

Si f : R™ — RP est linéaire, alors f est différentiable et sa différentielle est constante :

Ya€R", df(a)=f.




Proposition 20

Sip: R% x R™ — RP est une application bilinéaire, alors ¢ est différentiable, et on a

V(z,y) € R x R™, V(h,k) € R xR™,  dp(z,y)(h,k) = @(x,k) + ¢(h,y).

Proposition 21

Soient I un ouvert non vide de R, a € I et f : I C R — RP. On a équivalence entre :
(i). f est différentiable en a,
(ii). f est dérivable en a.

Dans ce cas, on a alors

VheR, df(a)(h) =hf'(a) et f'(a)= df(a)1)

t—0

ot I'on rappelle que f'(a) = lim %(f(a +1t) — f(a)).

Théoréme 22
Soient f: U C R" — RP et a € U. Si f est différentiable en a, alors f est dérivable en a selon tout
vecteur v € R™ et on a

Dy f(a) = df(a)(v).

Théoréme 23
Notons (e1,...,e,) la base canonique de R™. Si f : U C R™ — RP est différentiable, alors f admet
des dérivées partielles par rapport a toutes ses variables, et pour tout a € U, on a

0;if(a) = df(a)(e;) Vie [1;n].

De plus, pour tout h = (hy,...,h,) € R", on a

Af(@)n) = S hiosf(@) = 3 hi oL (a)
i=1 i=1 v

Proposition 24

Soient f : U CR"™ — RP et a € U. Si f est différentiable en a, la matrice Jacobienne de f en a est
la matrice de df(a) dans les bases canoniques de R™ et R? respectivement.

Proposition 25

Soient f,g: U C R"® — RP. Pour tous A\, u € R, si f et g sont différentiables, alors \f + pg Iest aussi
et

d(Af + pg) = Adf + pdg.
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Démonstration : Soit a € U. Pour A € R™ non nul tel que a +h € U, on a

[Af + pg)la+h) — Af + pg)(a) — (Adf(a) + pdg(a))(B)]|

0 <

1Al
< Mflath) = f|\(f?|)| = df @M, loteth) —9”(;3')| — dg(a)(W)|
W0

avec Adf(a)+pdg(a) € L(R™,RP), ce qui démontre que Af + ug est différentiable en a et d(Af+pg)(a) =
Adf(a) + pdg(a). |

Proposition 26

Soit f: U C R™ — R? de fonctions coordonnées f1,..., f,. On a équivalence entre :
(i). f est différentiable,
(i7). les fonctions coordonnées fi,..., f, de f sont différentiables.

Dans ce cas, on a

VaeU, VYheR" df(a)(h) = (dfi(a)(h),..., df,(a)(h).

Démonstration: Soit a € U fixé.

e (i) = (ii) : Supposons que f est différentiable en a Notons (df(a))i,...,(df(a)), les fonctions
coordonnées de df(a). Pour tout h € R" tel que a + h € U, on a

fla+h) = f(a) = df(a)(h) = (fila+h) = fi(a) = (df (@)1 (h), ..., fola+h) = fo(a) — (df(a))p(h))

Par propriétés des limites vectorielles, (f(a+h)—f(a)— df(a)(h)) tend vers O si et seulement si

1
IRl
chacune de ses composantes tend vers 0, ce qui démontre que pour tout i € [1;p], f; est différentiable

en a (car (df(a)); est linéaire puisque df(a) l'est), et que dfi(a) = (df(a));.
e (i4) = (%) : un raisonnement analogue en sens inverse démontre que si pour tout ¢ € [1;p], fi est
différentiable en a, il en est de méme pour f. [

Théoréme 27 (Différentiation de fonctions composées)

Soient f : U C R® — RP, V un ouvert de R tel que f(U) C V et g:V C RP — R, Si f est
différentiable en a € U et g différentiable en f(a) € V, la fonction composée go f : U C R — R?
est différentiable en a et

VRER", d(go f)(a)(h) = dg(f(@)(df(@)(n)).
Par suite, si [ et g sont différentiables, g o f est aussi différentiable et

VaeU, d(gof)(a)= dg(f(a))e df(a).

Démonstration: Soit a € U. On suppose que f est différentiable en a et que g est différentiable en f(a). Il
existe alors une fonction e définie au voisinage de Orn~ telle que

fla+h)= f(a)+ df(a)(h) + ||h]le(h) avec e(h) — Oro.

h—O0pn



On peut donc écrire f(a + h) sous la forme
fla+h)= f(a)+h" enposant h' = df(a)(h)+ ||h|le(h).

Par continuité et linéarité de df(a), on remarque que lorsque h — Ogn, h' — Oge. Comme g est différen-
tiable en f(a), il existe une fonction 7 définie au voisinage de Orp vérifiant en particulier

g9(f(a) + ') = g(f(a)) + dg(f(a) (k) + [R/|n(R') ~avec n(h) — Oga.

h—Opn

Par suite, on peut donc écrire

(gofila+h) = (gof)a)+ dg(f(a))(df(a)(h)) + Ikl dg(f(a))(e(h)) + [I'[ln(h")
= (90 f)(a) + (dg(f(a)) o df(a))(h) + ¢(h)

avec o(h) = ||hl dg(f(a))(e(h)) + [|B (k). Par continuité de df(a), il existe C' > 0 tel que
[df(@)(h)|| < Clhll - don  ||K']| = [[df(a)(h) + [|hlle(r)]| < (C + [le(R) DA,
ce qui implique que
e < (Il dg(f (@) (e(M)l + (C + lle(h) N [ln(R)ID]IA]-

On a donc au final ¢(h) = o(||h]|) lorsque h — Orn. Puisque la fonction dg(f(a)) o df(a) appartient &
L(R™,RY), ceci démontre que g o f est différentiable en a et que d(go f)(a) = dg(f(a)) o df(a). u

Corollaire 28 (Version matricielle)

Soient f: U C R® — RP, g: V C R? — R? telles que f(U) CV et a € U. Si f est différentiable en
a, g différentiable en f(a), alors on a

Jgor(a) = J4(f(a)) x Js(a).

Corollaire 29 (Formule de dérivation en chaine)

Soient f : U CR® — RP, g: V C RP — R telles que f(U) C V et a € U. Si f est différentiable en
a et g différentiable en f(a), alors les dérivées partielles de g o f en a sont données par

Z@fk VOkg(f(a)) Vie[1;n]

ott I'on a noté fi,..., f, les fonctions coordonnées de f.

Remarque : Sil'on convient de noter xy, ..., x, les coordonnées d'un vecteur générique x € R" et y1,..., 9,
celles d’'un vecteur générique y € RP, la formule précédente se récrit sous la forme

gof - fk
o; 2:: 67% f(a)) Viel[1;n].

Proposition 30
Soient f : U C R®* — RP, A : U C R®™ — R une fonction scalaire et a € U. Si f et A sont
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différentiables en a, il en est de méme de la fonction \f et on a

Vhe R, d(A)(@)(h) = Ma)df()(h) + dA@)(h)f(a) ie. d(Af)(a) = dA(a)f(a) + Ala) df(a).

Définition 31

Une fonction f : U C R® — RP est dite de classe C' ou continiiment différentiable si elle est
différentiable et si sa différentielle df : U — L(R™,RP) est continue.

Théoréme 32
Soit f: U C R™ — RP ou U est un ouvert de RP. On a équivalence entre :
(i). f est de classe C!,

(i1). pour tout i € [1;n], la dérivée partielle de f par rapport a sa i-éme variable 9;f : U — RP
existe et est continue.




