L2 - cursus préparatoire Fiche de cours : E.v.N. (28/09, 5 & 12/10)

Définition 1
On appelle norme sur E toute application N : E — R™ vérifiant :
(). axiome de séparation :Vx € E, N(z)=0 <= z=0g
(#9). homogénéité :Vx € E, VA €K, N(Azr)=|\N(x)
(7). inégalité triangulaire : Vx,y € E, N(z+y) < N(z)+ N(y).

On dit alors que le couple (E, N) est un espace vectoriel normé.

Proposition 2 (Inégalité triangulaire inversée)

Soit (E,||.]|) un espace normé. Alors pour tous x,y € E, on a

[zl =1yl < flz = yll-

Définition 3

Un vecteur x d’un espace normé E est dit unitaire si ||z| = 1.

Définition 4
Une distance sur E (ou sur un ensemble quelconque) est une application d : E x E — RT vérifiant :
(7). symétrie : Va,y € E, d(x,y) = d(y,x)
(i1). séparation :Vx,y € E, d(z,y) =0 < x =y
(i49). inégalité triangulaire : Vz,y,z € E, d(z,y) < d(z, z) + d(z,y).

Proposition 5
Si (E,|.||) est un espace normé, l'application

d: ExFE — Rt
(z,y) +— |lz -y

définit une distance sur E.

Définition 6
Soient E un espace normé, a € E et r > 0. On définit :
— la boule ouverte de centre a et de rayon r par B(a,r) ={z € E | |z —al <7},
— la boule fermée de centre a et de rayon r par B(a,r) ={xz € E | || — a|| < r},
— la sphére de centre a et de rayon r par S(a,r) ={x € E | |x —al =r}.
Proposition 7

Une boule B (ouverte ou fermée) est une partie convexe, c’est-a-dire que

Ve,y e B, V0e€|0;1], (1-0)z+0yecB.

Une sphére (de rayon r > 0) n’est pas convexe.

Définition 8

Une partie A d’un espace vectoriel normé E est dite bornée s’il existe M € R tel que

Vre A, |lz| <M.
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Si A est une partie bornée non vide de E, on définit son diamétre par :

diam(A) :=sup{|jlz —y| | =,y € A}.

Proposition 9 (Inégalité de Cauchy-Schwarz)

Pour tous x = (z1,...,%,),y = (Y1,-.-,yn) € R™, on a

<

n
S i
k=1

avec égalité si et seulement si la famille (x,y) est liée.

Pour z = (21,...,2,) € K", on pose

ke[1;n]

n
Izl =Y laxl,  zllz =
k=1

n
Sl et [|zlle = max |ayl.
k=1

Proposition 10

Les applications || . ||1, || - ||z (norme euclidienne) et || . ||oo sont des normes sur K".

Proposition 11

Tout K-espace vectoriel de dimension finie peut étre muni d’une norme.

Définition 12

Deux normes Ny et Ny sur un méme espace E sont dites équivalentes si

301,02 >0, VexekFE, ClNl(.’E) < NQ(CC) < CQN1<$).

Théoréme 13 (Equivalence des normes en dimension finie (admis))

Sur un K-espace vectoriel de dimension finie, les normes sont deux & deux équivalentes.

Définition 14

On dit qu’une suite (up)neny € EY d’éléments de E est bornée s'il existe M € R tel que ||u,|| < M
pour tout n € N.

Définition 15

On dit qu’une suite (u,)nen € EY d’éléments de E est convergente s'il existe £ € E tel que |u, —
|| — 0 lorsque n — 40, i.e.

Ve>0, INeN, VYn>N, |u,—/{|| <e.

Cet élément (¢ est alors unique, on 'appelle limite de la suite (u,), et on note { = liIJIrl Uy, OU
n—-+0o0
Uy — L.
n—-+4o0o
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Proposition 16

Siu, — (L alors||u,|| — ||¢||. Par conséquent, toute suite convergente est bornée.
n——+o0o n—-+oo

Proposition 17

Soient (up)nen €t (Un)nen deux suites d’éléments de E convergeant respectivement vers £ et £'. Pour
tous A\, u € K, on a

Ay, + pvy, — M4+ pl quand n — +oo.

En d’autres termes, ’ensemble des suites convergentes de E est un espace vectoriel, et I'application
(un)n — Um wu, est linéaire.
n—-+o0o

Proposition 18

Soient (An)nen € KN une suite numérique convergeant vers A et (u,)neny € EN une suite d’éléments
de E convergeant vers £ € E, alors

Ap sty —> AL
n—-4oo

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie p € N* et e = (eq,...,¢,) une base de E. Soit u =
(u(n))nen une suite d’éléments de E. Pour tout n € N, on peut écrire

u(n) =ui(n)er + - - + up(n)e,.

Les suites scalaires ur = (ux(n))nen sont appelées suites coordonnées (ou composantes) de la suite
vectorielle u dans la base e.

Proposition 19

On a équivalence entre :

(7). la suite u converge,

(13). les suites coordonnées uq, . .., u, convergent.
De plus, si tel est le cas, on a ngr—{-loo u(n) = (nB)I-‘,l:loo ui(n))ey + -+ (ngr-ll}oo up(n))ep.
Soient (E1,N1),...,(Ep, Np) des espaces vectoriels normés, et E = Ey X --- x E,. On peut munir E de
la norme produit suivante : pour z = (z1,...,z,) € E (avec x; € E;)

N() = max{ Ny (1) | k € [Lp]}.

Soit u = (u(n))nen une suite d’éléments de E. Pour tout n € N, on a u(n) = (u1(n), ..., up(n)). Les
suites vectorielles ux = (ur(n))nen sont appelées suites coordonnées de la suite w.

Proposition 20

On a équivalence entre :
(). la suite u = (u(n))nen converge (pour N)
(ii). les suites coordonnées (ou composantes) ur = (ux(n))nen convergent (respectivement pour Ny, ).

Si tel est le cas, on a alors

ngr}rloo u(n) = (ngrfoo ur(n),..., ngrfm up(n)).




Définition 21

On appelle série de terme général u,, la suite (Sy,)nen définie par

k=0

Cette série est notée Z uy, et le terme S,, est appelé somme partielle de rang n de cette série.

Définition 22

On dit que la série Z u, converge si la suite (S,), converge. Sa limite S est alors appelée somme

+oo too
de la série et est notée Z Uy. On appelle reste de rang n la quantité R,, = Z up =95 —.95,.
n=0 k=n+1

Définition 23
Une série E uy, d’éléments de FE est dite absolument convergente si la série numérique a termes

positifs Z |lun || est convergente.

Théoréme 24

Si E est de dimension finie, I’absolue convergence d’une série d’éléments de E entraine sa convergence.

Définition 25
On appelle voisinage d’un élément x € E toute partie V C E vérifiant :

Ir >0, B(z,r)CV.

Définition 26

Une partie U de E est dite ouverte si elle est voisinage de chacun de ses points, i.e.
Veeld, Ir>0, B(z,r)CU.
On dit encore que U est un ouvert de E.

Proposition 27

Une réunion (finie ou infinie) d’ouverts est un ouvert.

Proposition 28
Une intersection finie d’ouverts est un ouvert.

Proposition 29

Silhy, ..., U, sont des ouverts des espaces normés I, ..., E, alorsUd = Uy x --- XU, est un ouvert
de I'espace normé produit & = Fy x -+ X Fp.

Définition 30

Un élément a € E est dit intérieur a une partie X C E si X est un voisinage de a, i.e.
Ir >0, B(a,r)CX.

L’intérieur de X, noté X°, est I'ensemble de tous les points intérieurs a X, c’est-a-dire X° = {x € E' |
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Ir >0, B(z,r) C X}.

Proposition 31

Une partie X C E est ouverte si et seulement si X° = X.

Proposition 32

Soit X une partie de E, alors X° est la réunion des ouverts inclus dans X. Par conséquent, X° est le
plus grand ouvert inclus dans X .

Définition 33

Une partie F de E est dite fermée si son complémentaire (dans E) est un ouvert. On dit aussi que
F' est un fermé de E.

Proposition 34

Une intersection (finie ou infinie) de fermés de E est un fermé de E.

Proposition 35

Une union finie de fermés de E est un fermé de E.

Proposition 36 (Caractérisation séquentielle des fermés)

Une partie F' de E est fermée si et seulement si, pour toute suite (z,)nen € FY d’éléments de F qui
converge, la limite hIJIrl T, appartient a F', ce qui s’écrit encore :
n—-+oo

V(mn)neNEFN, z, — ¢ = [(€e€F.
n—-+00

Proposition 37

Si Fi,...,F, sont des fermés des espaces normés E,...,E, alors F = F} x --- x F}, est une partie
fermée de ’espace vectoriel normé produit E = E; X --- x E, muni de la norme produit.

Définition 38

Soit (un)nen € EN une suite d’éléments de E. On appelle suite extraite (ou sous-suite) de la suite
(un)nen toute suite de la forme (ty(n))nen ol ¢ : N — N est une application strictement croissante.

Définition 39

Une partie K de E est dite compacte si toute suite d’éléments de K posséde une sous-suite conver-
gente dans K, i.e.

V(xn)nen € KN, 3y :N — N strictement croissante , To(n) n~>_+)oo e K.

On dit aussi que K est un compact de E.

Proposition 40

Toute partie compacte est fermée et bornée.

Théoréme 41

Si E est un espace de dimension finie, les parties compactes sont exactement les parties fermées et
bornées.




Corollaire 42 (Généralisation du théoréme de Bolzano- Weierstrass)

Dans un espace vectoriel de dimension finie, toute suite bornée admet une sous-suite convergente.



