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FE désigne un K-espace vectoriel normé.
Définition 1

On appelle voisinage d’un élément x € E toute partie V C E vérifiant :

Ir >0, B(z,r)CV.

Définition 2

Une partie U de E est dite ouverte si elle est voisinage de chacun de ses points, i.e.
VeeUd, Ir>0, Bx,r)CU.
On dit encore que U est un ouvert de F.

Proposition 3

Une réunion (finie ou infinie) d’ouverts est un ouvert.

Proposition 4

Une intersection finie d’ouverts est un ouvert.

Proposition 5

Silh, ..., U, sont des ouverts des espaces normés (Eq,N1),...,(Ep, Np) alorsUd = Uy x -+ XU,
est un ouvert de I’espace normé produit £ = Fy x --- X I, muni de la norme produit.

Définition 6

Une partie F' de E est dite fermée si son complémentaire (dans E) est un ouvert. On dit aussi que
F est un fermé de E.

Proposition 7

Une intersection (finie ou infinie) de fermés de E est un fermé de E.

Proposition 8

Une union finie de fermés de E est un fermé de E.

Proposition 9 (Caractérisation séquentielle des fermés)

Une partie F' de E est fermée si et seulement si, pour toute suite (x,)neny € F" d’éléments de F qui
converge, la limite lirf x, appartient a F', ce qui s’écrit encore :
n——+0oo

v(gjn)neN € FN7 x, — £ = [LePF.

n—-+o0o

Proposition 10

Si F,...,F, sont des fermés des espaces normés E1, ..., E, alors F' = Iy x --- x F}, est une partie
fermée de ’espace vectoriel normé produit E = E; x --- x E, pour la norme produit.

Définition 11

Un élément a € E est dit intérieur a une partie X C E si X est un voisinage de a, i.e.

Fr >0, B(a,r)CX.



L’intérieur de X, noté X, est ’ensemble de tous les points intérieurs a X, c’est-a-dire X = {x € F |
Ir >0, B(z,r) C X}.

Proposition 12

o
Une partie X C E est ouverte si et seulement si X = X.

Proposition 13

Soit X une partie de E, alors X est la réunion de tous les ouverts inclus dans X. Par conséquent, X
est le plus grand ouvert (au sens de l'inclusion) inclus dans X.

Définition 14

On dit qu’un élément a € E est adhérent a une partie X C E si

Vr >0, B(a,r)NX #0.

On appelle adhérence de X I'ensemble, noté X, des éléments adhérents a X.

Proposition 15

Soit X une partie de E, alors

E\X = (E\X) et E\X=E\X.

Proposition 16

Une partie X C E est fermée si et seulement si X = X.

Proposition 17

Soit X une partie de E, alors X est I'intersection de tous les fermés contenant X. Par conséquent, X
est le plus petit fermé (au sens de l'inclusion) contenant X.

Proposition 18 (Caractérisation séquentielle des points adhérents)

Soient X une partie de E et a € E. On a équivalence entre :
(7). a est adhérent a X,

(). il existe une suite (x,)nen d’éléments de X qui converge vers a.

Définition 19

On appelle frontiére d’une partie X de E I'ensemble Fr(X) = X\X.
Définition 20

Une partie X de E est dite dense si X = E.

Proposition 21

Soit X une partie de E. On a équivalence entre :
(7). X est une partie dense de E,

(i1). Ya€e E, ¥r>0, B(a,r)NX #0,

(iii). Ya € E, 3(zp)nen € XV,

Ty — Q.
n—-4oo
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Définition 22
Soit (un)nen € EN une suite d’éléments de E. On appelle suite extraite (ou sous-suite) de la suite
(un)nen toute suite de la forme (uup(n))nEN ou ¢ : N — N est une application strictement croissante.
Théoréeme 23
Soit (un)nen € EN une suite d’éléments de E. Si (u,), converge vers £ € E, alors toute suite extraite
de (uy), converge aussi vers .

Définition 24

Une partie K de E est dite compacte si toute suite d’éléments de K posséde une sous-suite conver-
gente dans K, i.e.

V(xn)nen € KN, 3y :N — N strictement croissante Tomy — LEK.

n—-+oo

On dit aussi que K est un compact de E.

Proposition 25

Toute partie compacte est fermée et bornée.

Théoréme 26

Si E est un espace de dimension finie, les parties compactes sont exactement les parties fermées et
bornées.

Corollaire 27 (Généralisation du théoréme de Bolzano- Weierstrass)

Dans un espace vectoriel de dimension finie, toute suite bornée admet une sous-suite convergente.




