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Dans toute la suite, I désigne un intervalle de R contenant au moins deux points. On note « 'extrémité
inférieure de I, & savoir a = inf I (avec la convention inf I = —oo si I n’est pas minoré), et S Uextrémité
supérieure de I, & savoir § = sup I (avec la convention sup I = +oo si I n’est pas majoré). On suppose
que I n’est pas un segment, i.e que a ¢ I ou 8 ¢ I.

Soit f : I — R* continue sur l'intervalle I et F' une primitive de f sur I.

Définition 1

B
On définit /f(t) dt € RT U {+o0} par/ f)dt = li}% F(z) — lim F(z) = [F]g
I a x

N\ o notation

Proposition 2

Pour f: I — RT continue, on a

b
/f(t)dt—sup{/ f(&)de | [a;b] CI}.
I a

Définition 3

Soit f : I — R* continue. On dit que la fonction f est intégrable sur I si I'intégrale /f(t) dt est
I

un réel positif fini, ce que 'on écrit aussi /f(t) dt < +o0.
I

Théoréme 4

1
Soient a > 0 et o € R. La fonction t — o est intégrable sur [a;+oo] si et seulement si o > 1.

Théoréme 5

1
Soient a > 0 et a € R. La fonction t — = est intégrable sur ]0;a] si et seulement si o < 1.

Proposition 6
Soient f et g deux fonctions continues de I dans RT.

(a). Pour tous A\, € R, /I(/\f(t) + pg(t)) dt = /\/If(t) dt + p Ig(t

) dt.
B v B
(b). On a la relation de Chasles : pour tout «y € I, / ft)dt = ft)dt+ / f(t)de.
o g

[e3

(¢). Sif<uy, ona/lf(t)dtg/lg(t)dt.

(d). On a I'inégalité de Cauchy-Scwharz : /f(t)g(t) dt < \// f()? dt\//g(t)2 dt.
I I I

(e). Changement de variable : Si J est un intervalle d’extrémités a et b et ¢ : J — I est une bijection
de classe C! strictement croissante (o = lim o(u), 8 = lin}) p(u)), on a
u—a u—

/a "y a = / " F ) () du




Définition 7
Soit f : R — C une fonction dont on note Dy le domaine de définition. Soit a € R. On dit que f est
définie au voisinage de a s’il existe € > 0 tel que Dy N[a —e;a+¢]\{a} est égal & [a — €;a, Ja;a + €]
oula—¢e;a+¢e|\{a}.
On dit que f est définie au voisinage de +oo (resp. —o0) s’il existe A > 0 (resp. B < 0) tel que
|A; 4+00[C Dy (resp. | — oco; B[C Dy).

Définition 8

Soient J un intervalle (contenant au moins deux points) de R, a un point adhérent & J (c’est-a-dire
que a appartient a J ou est une extrémité, éventuellement infinie, de J) et f,g: J — R (ou C). On
dit que f est dominée par g au voisinage de a si il existe un voisinage V de a tel que

IM eR*, VzeV, |[f(z) < Mlg(x)

On note alors f(x) = O (g(z)).

r—a

Définition 9

Soient J un intervalle de R, a un point adhérent a J et f,g : J — R (ou C). On dit que f est
négligeable devant g au voisinage de a s’il existe une fonction € définie au voisinage de a telle que
f =eg avec lim e(x) = 0. On note alors f(x) = o (g(z)).

r—a r—ra

Définition 10

Soient J un intervalle de R,a un point adhérent & J et f,g : J — R (ou C). On dit que f est
équivalente & g au voisinage de a s'il existe une fonction e définie au voisinage de a telle que f = (1+¢)g
avec lim ¢(z) = 0. On note alors f(z) ~ g(z).

r—a r—a

Théoréme 11

Soient a € R, b €|a; +oo[U{+oc} et f,g : [a;b[— RT continues. Si f(z) O (g(x)) et si g est

z—b
intégrable sur [a;b], alors f est aussi intégrable sur [a;b].

Corollaire 12

Soient a € R, b €|a; +oo[U{+oc} et f,g : [a;b[— RT continues. Si f(z) = ob(g(:c)) et si g est
z—

intégrable sur [a; b, alors f est aussi intégrable sur [a;b].

Corollaire 13

Soient a € R, b €]a; +oo[U{+00} et f, g : [a;b]— RT continues. Si f(x)

sur [a; b] si et seulement si g I'est.

~ g(x), alors f est intégrable
r—b

Définition 14
Soit f: I — R continue sur l'intervalle I. On dit que f est absolument intégrable ou intégrable

sur I si / |f(®)] dt < 400 (autrement dit, si |f| est intégrable sur I).
I
Dans ce cas, on définit /f(t) dt = /f+(t) dt — /f_(t) dt.
I I I

Proposition 15

Soit f : I — R continue, absolument intégrable sur I. On a I'inégalité

/If(t)dt‘ S/Ilf(t)l dt.
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Proposition 16

(Linéarité de I'intégrale)
Soient f,g: I — R continues, absolument intégrables sur I. Pour tous A, u € R, la fonction \f + pg

est absolument intégrable sur I et /()\f + pg)(t)dt = A / f@)de + u/g(t) dt.
I I I

Proposition 17

(Inégalité de Cauchy-Schwarz)
Soient f,g: I — R continues. Si f? et g? sont intégrables sur I, alors fg est absolument intégrable

sur I et on a
/I|f(t)g(t)| dt < \//I f(t)th\//Ig(t)Zdt.

Définition 18
B
Soit f : I — R (ou C) continue. On dit que I'intégrale impropre / f(t) dt converge si les primitives
«

B
de f admettent des limites finies en « et (3. Si c’est le cas, on pose alors / f)dt = li/mﬁ F(z) —
o xr

lim F(zx), ou F est une primitive de f sur I.
TN\

B
Sinon, on dit que 'intégrale impropre / f(t)dt diverge.
«

Si f est absolument intégrable sur I, on dit que 'intégrale / f(t) dt est absolument convergente.
I
Les intégrales convergentes mais non absolument convergentes sont dites semi-convergentes.

Proposition 19

Soient f,g : I — R continues. Si /f(t) dt et /g(t) dt convergent, alors pour tous \,u € R,
I I

lintégrale / (Mf + pg)(t) dt converge et vérifie
I

Jossu@ae=x [ raeeu [ g

Proposition 20

Soit f : I — R continue.

c

B
1. Relation de Chasles : Si / f(t)dt converge et ¢ €|a; 5], alors les intégrales / f(&)dt et

[

B
/ f(t)dt convergent et vérifient
C

/aﬁf(t)dt:/acf(t)dt—s—/cﬁf(t)dt.

B
2. Changement de variables : Si / f(t)dt converge, si ¢ : J —> I est une bijection de classe C!

b
strictement croissante sur lintervalle J d’extrémités a et b, alors 'intégrale impropre / Flo(u)¢' (u) du
a

3



converge et on a

/j f(t)at = /: Flo(w)e' (w) du.

Proposition 21

Soient o, 8 € R et b > 1. La fonction t —

1
W est (absolument) intégrable sur [b;+oo] si et
seulement si > 1 ou (¢ =1et > 1).

Proposition 22

1
Soient o, € R et 0 < a < 1. La fonction t — o nD)? est (absolument) intégrable sur ]0;al si et
n

seulement si « < 1 ou (a =1et f>1).




