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Session 2 - Examen final du 25 juin 2024

Aucun document et aucune calculatrice ne sont autorisés durant l'épreuve. L usage des téléphones est prohibé. La
justification des réponses et un soin particulier de la présentation seront demandés et pris en compte lors de la
notation.

Les exercices sont indépendants et peuvent étre traités dans n’importe quel ordre.

Exercice 1. Les deux questions sont indépendantes.

n(=1)"
n%+3
précisera s'il y a convergence absolue, en cas de divergence, on précisera si la divergence est grossiére).

1. Déterminer la nature de la série numérique de terme général u, =

(en cas de convergence, on

sin(x) da

+oo
2. Soit a € [0; 4]. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur a pour que I'intégrale / ( Iy =
0 ¢+ x*)a

soit convergente.

Exercice 2. Pour n > 1, on définit f,, : [0; 1] — R par

fn<x) =

n?z(1 —nx) si z € [0; 2]
0 sinon.
1. Etudier la convergence simple de la suite de fonctions (fy,)nen+-

1
2. Pour n € N*, calculer / fn(x)dz. La suite (f,)nen+ converge-t-elle uniformément sur [0;1] ?
0
3. Démontrer de nouveau le résultat sur la convergence uniforme sur [0; 1] sans utiliser I'intégrale précédente.

4. Btudier la convergence uniforme de (f,)nen+ sur [a; 1] pour a €]0;1].

Exercice 3. Pour z € R, on pose (lorsque cela a un sens)

(@) *f 1 *i:” 1
f@)=) s+t o
Lk & (@t k)

1. Déterminer le domaine de définition D de la fonction f.
2. Montrer que f est 1-périodique.
3. (a) Etudier lirr}) g(z), ou g(z) = f(x) — % pour tout z € D.
x—
(b) En déduire lim f(x).

z—0

4. Que vaut lim f(z)?
rz—1

5. Montrer que f est continue sur D.

6. Soit h la restriction de f a l'intervalle |0, 1[. Montrer que h admet un minimum.



2
Exercice 4. On consideére la suite (ay,)nen définie par ag = a3 =1 et apy1 = ap + ——a,—1 pour tout n > 1.

1.

2.

. Développer en séries entieres au voisinage de 0 les fonctions x — e 2% et x —

n+1
Montrer que 1 < a,, < n? pour tout n € N*.

Quel est le rayon de convergence de la série entiere E anx™?
neN

. On note f la fonction somme de cette série entiere. Justifier I'existence de f’ sur un intervalle I, puis & I'aide

de Vécriture de f/(z) pour z € I et de la relation de récurrence vérifiée par la suite (a,),, montrer que f
est solution d’une équation différentielle d’ordre 1 de la forme (E) : (z + a)f'(x) + (8 + 2z) f(z) = 0 ol «

et B sont deux entiers a déterminer.

Déterminer explicitement f a ’aide de fonctions usuelles sur 1.
1
(1—x)*

. En déduire que pour tout n € N :

" (=2P(n—p+1D(n—p+2
anzz( )"( z;xp)!( p+2)
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Correction de I’exercice 1

——— et |uy] ~ — > 0. Par comparaison de séries & termes positifs, la regle
2 =
n?+3 n—+oo n

de Riemann entraine que la série E |un| est divergente (non grossiérement), donc la série E Un N'est pas

1. Pour tout n € N, |u,| =

absolument convergente. Cependant, pour tout n € N, on remarque que (—1)"u,, > 0, donc la suite (uy),

’ . ' . X .
est alternée. L’étude précédente montre que |uy| —+> 0. Enfin, si 'on pose f : z —> ———, la fonction
n—+4oo X

3
3—a% + :
CEEIE négative sur [v/3;+oo[. Par conséquent, la suite
x
(|lunn>2 = (f(n))n>2 est décroissante. Le critere spécial des séries alternées garantit donc la convergence

de la série E Up,

f est dérivable sur R de dérivée [’ : z —

2. Posons ¢ :]0; +oo[— R la fonction définie par g(x) = (51_11(32)3. La fonction ¢ est continue sur |0; 00|,
x4 x4)i
donc intégrable sur tout segment inclus dans ]0; +oo[. De plus, pour tout z > 1,
1 1 1
0<lg(a)] < < =

R H CO L

1
Or la fonction de Riemann x — —5 est intégrable sur [1; +00[, donc par comparaison de fonctions positives,

x oo oo
g est intégrable sur [1;+o0], et ainsi 'intégrale / g(x) da est convergente. L’intégrale / g(x)dx est

1 0
1
donc de méme nature que l'intégrale / g(x) dz. De plus, sur ]0; 1], sin est & valeurs positives, donc g aussi.
0

1
La convergence de I'intégrale / g(x) dx équivaut donc a l'intégrabilité de g sur |0; 1]. Enfin,
0

et la fonction x — est intégrable sur ]0; 1], si, et seulement si,

U
3a 8
— —1<1 4+ a< -
1 “=3
8 9 oo
(remarquons que 3 < 3= 3). On en conclut que l'intégrale / g(x) dz est convergente si, et seulement
0
) 8
si, a € [0; 3 [

Correction de 1’exercice 2

1. Soit xg € [0;1]. Si &g = 0 alors f,,(x¢) = 0 pour tout n > 1 donc f,(xo) tend vers 0 quand n tend vers +oco.
Si maintenant xo €]0; 1]. Comme 1/n tend 0, il existe N € N tel que pour n > N, z¢ €]1/n;1]. Ainsi pour
n > N, fo(zo) =0 donc fy,(zo) tend vers 0. Finalement la suite (f,,) converge simplement vers la fonction
nulle (sur [0;1]).
1/n

1
2. Comme f,, est nulle sur ]1/n;0], on peut écrire / fo(z)de = fn(z) dz. Une primitive de f,(z) est
‘ 0 0
Fo(z) = %a® — %3133 ce qui donne

1 2 3 1/n
/0 fu(z)de = [%m2 - %xﬂo =1/2-1/3=1/6

ceci pour tout n > 1. Cela montre que la convergence n’est pas uniforme sur [0; 1] car sinon la limite, quand

1 1
n — +o0, de / fn(z) dz serait égale & / lim f,(z)dx =0.
0 0 n—+4oo



3. Notons f la limite simple de la suite (f,), i.e. la fonction nulle sur [0; 1]. Remarquons que | f,,(55) — f(5)] =

In?5-(1—ng-) — 0] = % - 3 = n. Cela montre que sup |f,(z) — f(z)| > n et nous dit que la convergence
z€[0;1]
n’est pas uniforme sur [0; 1].

Remarque : Une autre méthode consisterait & faire I’étude des variations de |f,(x) — f(z)| sur [0; 1] pour

en déterminer le sup (ou le max ici).

. Puisque 1/n tend vers 0, il existe un entier N tel que pour n > N, a > 1/n. Ainsi pour n > N, f, est

identiquement nulle sur [a;1]. Cela montre que |f,, — f| est identiquement nulle sur [a;1]. Le sup de cette

fonction sur [0; 1] sera nul pour tout n > N et tendra donc vers 0 d’ou la convergence uniforme sur [a; 1].

Correction de 1’exercice 3

1.

Pour que chaque fraction soit définie, il faut et il suffit que x € Z. De plus, pour z € R\ Z fixé, 1/(z — k)% ~
1/k?, lorsque |k| — +oc. Par le théoréme de comparaison des séries & terme positif et le critere de Riemann,

on conclue que f a pour domaine D =R\ Z.

. On déduit de la premiere question que f(z) = limy_ 400 ZszfN ﬁ D’o,

N 1 N—1 1
o=l > P i 2 e /@

. Pour |k| > 1 et |z| < 1/2, on a la majoration

L 1
(x —k)? = (k[ - 1/2)?

Les séries définissant g convergent donc uniformément sur lintervalle [—1/2,1/2] et on peut passer a la

limite terme & terme :
+oo 1
lim g(z) = g(0) =2 > w2
k=1
Il s’en suit que

lim f(z) =+o0

r—r+00

. Fixons zp € D. Il existe un unique entier ko € Z tel que ko < z¢ < ko + 1. Notons e = min(z — 0 — ko, ko +

1
T—

1 —20) > 0. Pour k < ko et @ €]z — €, 20 + ¢, on voit que =z < m et de méme pour k > ko + 1,

(x_lk)g < o= ki_l)Q Ainsi les séries définissant f(z) — — m convergent uniformément. Il s’en suit

_1
z—kj

que f est continue au point xg.

. Par périodicité, lim,_,1 f(z) = lim,_o f(z) = 4o00. Ainsi, il existe ¢ > 0 tel que f(x) > f(0) si z €

10,e[U]1 — &, 1[. D’ot, infjg 1 h = inf{e, 1 — €]h. Comme h est continue sur le segment [e, 1 — €], on conclue

que h admet et atteint son minimum.

Correction de 1’exercice 4

1.

Soit n € N*, notons H,, lassertion “1 < a,, < n?”. Puisque a1 = 1, H, est vérifiée. Soit n € N*, supposons

Hj. vraie pour tout k € [1;n], alors par 'hypotheése de récurrence de I’énoncé, on a d’une part

2
n—121+—=21

an+1:an+n+1 ntl=

et d’autre part

n3 +3n2 —4dn+2 < n3 +3n24+3n+1 _

(n—1)2 = <
n+1 n+1

(n+1)2

car —4n+2 < 3n+1 <= 1 < Tn et cette derniere inégalité est vraie pour tout n > 1. Par le principe de

= —= a1 <n?
Ap+1 an+n+1an 1N +n+1

récurrence forte, on en déduit que pour tout n € N*, 1 < a,, < n?.



2. Notons pour tout n € N*, b, = 1, ¢,, = n? et R, le rayon de convergence de la série entiere Z apx”. Comme

b
1O 1] et [Cn 1] — 1, par la regle de d’Alembert,

b, et ¢, sont non nuls pour tout n € N*,
|bn| n— 0o |Cn| n—-+oo

le rayon de convergence Ry, (resp. R.) de la série entiere Z bpx™ (resp. chx”) est égal a 1. L’inégalité
obtenue a la question précédente entraine que pour tout z € R, pour tout n € N*, [2"] < a,, |z|" < ¢, |2".
Par suite, si [z|] < R, = 1, la série numérique Zanx" converge absolument par comparaison de séries a
termes positifs, donc R, > R.. De méme, si |z| > R, = 1, la série numérique Z |z|" diverge grossierement,

donc il en est de méme de la série numérique Z anx™. Ainsi, R, < Ry, d’ou R, = 1 par double inégalités.

On aurait aussi pu utiliser la croissance de la fonction racine niéme sur R™, pour déduire de I'inégalité de

la question précédente que

1 1
Vn € N*, 1=1w <ap =lap|™ <

. , . oy s . . 2
Or par croissances comparées et continuité de la fonction exponentielle, en ™™ — 1, donc par enca-
n—-+oo

e . R .
» converge aussi vers 1. Par la régle de Cauchy, le rayon de convergence R, recherché vaut

drement, |a,,

1
- =1
1
3. La fonction somme f de la série entiere E anx” est de classe C* sur | — 1; 1], et ses dérivées successives

s’obtiennent par dérivation terme & terme. Ainsi, pour tout x €] — 1; 1],

= Z(TL+ 1)an+1x"

n=0
+o0o
= 1+ Z ((n+ Day, + 2ap-1) "

n=1
“+ o0 “+ o0 “+o00
= 1+ Z na,x" + Z anx” + 2z Z g™
n=1 n=1 n=1
—+oo
— el + (@) - D)+ 20 ana”
n=0

d'ou (z—1)f'(z)+ (1+2z) f(x) = 0, ce qui démontre que f est solution sur | —1; 1[ de I’équation différentielle

linéaire du ler ordre homogene (F) : (z — 1)y’ (x) + (1 + 2z)y(z) = 0, et celle-ci est résoluble sur | — 1;1[.

142 34+2(x—1 3
4. On cherche une primitive A sur | —1; 1] de la fonction continue a : © — + 13; = +2( 1 ) = 1 +2.
x — T — x —

La fonction A :  — 31In(|z — 1|) 4+ 22 convient. Par résolution de (E), il existe donc A € R tel que,

—2z
1. _ —A(z) _ —3In(l—z)—2z __ €
Ve e]—1;1, f(x)=Xe = e —/\7(1_@3.
Par ailleurs, f(0) =ap =1, donc A = 1.
5. Par les développements en séries entieres usuels,
+oo +oo
e _ N~ (220)" - (22)"
VreR, e —Z o —Z ] z”.
n=0 n=0
1 =
De méme, pour tout x €] — 1;1], g(x) := 1 = Z 2", donc par dérivation terme a terme de la somme
—x
n=0
d’une série entiere sur son intervalle ouvert de convergence,
1 = 2 =
. / _ _ n 2 _ _ n



ce qui entraine

1 X (n+1)(n+2)
A —1;1 = ",
x €] 1, 1-2) ; D) T
. 9 1 .
6. Puisque pour tout z €] — 1;1], f(z) =e mm, par produit de Cauchy,
—+oo n
—2)P n_p+1)(n_p+2) n
flx) = Z (Z ( I) ( 2 v
n=0 \p=0 p:

Par unicité du développement en série entiere, on obtient alors, pour tout n € N,

= (=2P(n—p+1)(n—p+2)
an_z 2 x pl

p=0



