Université Claude Bernard - Lyon 1 Semestre d’automne 2023-2024

Analyse 3 Durée : 2 heures

Examen final du 18 décembre 2023

Aucun document et aucune calculatrice ne sont autorisés durant l’épreuve. L’usage des téléphones est prohibé. La
justification des réponses et un soin particulier de la présentation seront demandés et pris en compte lors de la
notation.

Les 5 exercices sont indépendants et peuvent étre traités dans n’importe quel ordre.

Exercice 1. Déterminer la nature des séries numériques de termes généraux suivants (en cas de divergence, on
précisera s’il s’agit de divergence grossiere ou non, et en cas de convergence, on précisera s’il y a convergence

absolue ou non) :

1 1 2
1. Vne N*,  u, cos( >,

T +en 2
(=7)"(3n +5)!

nel, v n24 +4n2 42

Exercice 2. Soit a > 0. On considere la fonction g, : ]0; +00[ — R définie par :

_4a
et

Vit > O, ga(t) = m.

1. Montrer que la fonction g, est intégrable sur [1; +o0].

1
2. Montrer que l'intégrale / 9o (t) dt converge si, et seulement si, la fonction g, est intégrable sur 0; 1].
0

1
3. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur a pour que 'intégrale / ga(t) dt soit convergente.
0

Exercice 3. Pour tout n € N*, on considere la fonction f, : [0;2] — R définie par

cos((z — 1)2"7r)-

VmG[O;Q],fn(x): Z+n

On pose alors, pour tout n € N*,

2
gn=nf, et I, :/ fn(x)de.
0
1. (a) Montrer que la suite de fonctions (fy,)nen+ converge simplement sur [0; 2] vers une fonction f que 'on
précisera.
(b) Montrer que (f,)n converge uniformément vers f sur [0;2].

2. (a) Montrer que la suite de fonctions (g, )nen+ converge simplement sur [0; 2] vers une fonction g que 'on

précisera.
(b) Justifier pourquoi cette convergence ne peut pas étre uniforme sur [0;2].
(¢) Montrer que (g ), ne converge pas uniformément sur ]0; 2].

3. Déterminer la limite lorsque n — 400 de I,.

e

(a) Déterminer une constante réelle C telle que : Vn € N*, Va € [0;2], |gn(z)] < C.

o
(b) Montrer qu’il existe o € R* & déterminer tel que I,, ~ —.
n—+oo N



Exercice 4. On considere la fonction g : R — R définie par :

VreR, g(x) :/ sin(¢?) dt.
0

1. Justifier que g est dérivable sur R.

2. Montrer que g est développable en série entiere en 0 et déterminer son développement en série entiere. On

précisera le rayon de convergence de la série entiere associée.

x2n+1

4n2 — 1°

n—1

Exercice 5. On considere la série entiere d’une variable réelle E (-1)
neN*
1. Déterminer le rayon de convergence, noté R, de cette série entiére.

2. Préciser 'intervalle de convergence I de cette série entiere.
3. Etudier la convergence normale de cette série entiere sur I.
4. On note f la fonction somme de cette série entiere sur I. Montrer que f est continue sur I.

5. A laide du théoreme de dérivation des séries de fonctions, montrer que f est dérivable sur [—R; R] et
expliciter f’(x) pour tout x €] — R; R[ (on donnera une expression ne faisant plus intervenir de somme

infinie).

6. En déduire une expression explicite (sans somme) de f(z) pour tout €] — R; R] puis pour tout = € I.
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Correction de 1’exercice 1

1. On utilise les développements limités usuels en 0 afin de déterminer un équivalent de u,, lorsque n — 4oc0.

2
Comme — — 0, lorsque n — 400,
n n——+oo

1 1 1 1+ 4
Uy, = — = - =
1+1+2+ 2 40(%) 2 T
Jr1 1 " 1
on 1202 2\ 02

1
2
1 1 1 1 1 1 1 1 1
- z‘zn‘nzmz“(nz)‘z*zn 1202 ¢ (2)

~

n—4o0o  12n2

1 1
Ainsi, |un| ~n— oo o2 > 0. Comme la série de Riemann Z —3 converge (car 2 > 1), la série Z ||

converge absolument par comparaison de séries a termes positifs. Par conséquent, g U, converge absolument

donc converge.

7" (3n + 5)! , . . . -,
2. Pour tout n € N, |v,| = _"Bn+ 5 0 (le dénominateur est toujours strictement positif donc v, est
n?t 4+ 4n? 4 2
7 (3n + 5)!
bien défini pour tout n € N). Ainsi, comme |uv,,| %, on obtient
n—>+oo n
[V 41] T 3n +8)! n*

|Un| n—+o00 (n + 1)24 7"(371 -+ 5)'
~ 7(3n+6)(3n+7)(3n + 8) 0 +oo>1

n—-+oo

Ainsi, la série numérique E |v,| diverge grossierement donc il en est de méme de la série E Upy-

Correction de 1’exercice 2

1. La fonction g, est continue sur ]0;+oo[ en tant que quotient de fonctions continues dont le dénominateur

ne s’annule pas. Elle est donc en particulier intégrable sur tout segment de la forme [1; A] avec A > 1. De

{20+ | 42 1
plus, comme T2l T =1+ T o b 1, on dispose de I’équivalent

Ga(t) ~ e " d’ont galt) 201" _ ((1=20)In(t)—t" _ ~t*(1+2a-1)%2)
e moe t—+00

t2

ln(t) YN ga _ In(t) - . _ l
:)mOdou t (1+(2a 1) ) — OO.AIHSl,ga(t)—tﬁgroo< ),

t* ) t—>+oo t2
1
et puisque la fonction ¢t — o) est intégrable sur [1; +o00[ par la régle de Riemann, il en est de méme de la

fonction g, par comparaison.

2. Comme g, est colntinue et & valeurs positives sur |0; 1], 'intégrabilité de g, sur ]0; 1] équivaut & la convergence
de l’intégrale/ ga(t) dt.

3. Par la questiorf précédente, on cherche a quelle condition sur a la fonction g, est intégrable sur ]0;1]. La

continuité de g, implique son intégrabilité sur tout segment de la forme [B; 1] avec 0 < B < 1. Au voisinage

de 0, on a 201 4 20 = £2¢(t + 1) ~ t>* et puisque a > 0, t* — 0 ce qui entraine e~ *" ~ 1, d’on
t—0 t—0 t—0



Par la regle de Riemann, on en déduit que la fonction g, est intégrable sur ]0; 1] si, et seulement si, 2a < 1,

1 ! 1
ce qui équivaut a a < 3 Finalement, l'intégrale / 9o (t) dt converge si, et seulement si, a < ok
0

Correction de 1’exercice 3

1.

(a)

Soit zp € [0;2]. Pour tout n € N*, |f,,(z0)] < — 0, et donc par théoreme des gendarmes,

To + 1N n—+oo
fn(zo) —+> 0. Ceci démontre que la suite de fonctions (f,)nen+ converge simplement sur [0;2] vers
n—-+oo

la fonction nulle, que 'on notera f.

Soit n € N*, pour tout z € [0;2],

1 1
z)— f(z)]| = x)| < < —
al@) = J@)| = |fa@)] < —— < =
1
puisque & +n > n > 0 donc par décroissance de la fonction inverse sur |0; +o0], P < —. Par suite,
r+n " n

la fonction f, — f est bornée sur [0;2], et comme la borne supérieure d’un ensemble est le plus petit

majorant de 'ensemble, on en déduit que

3=

0< an - f||00;[0;2] = Ssup ‘fn(x) - f(mﬂ <
z€[0;2]

Par encadrement, ceci démontre que || fn — flloo;j0;27 — 0 et prouve ainsi la convergence uniforme
’ n—-+oo

de la suite de fonctions (f,), sur [0;2] vers la fonction f.

; i . ~ e _ . 12 AT o
Soit zo € [0;2]. Alors Tt nnoteon 1 el 1 et puisque zp — 1 € [-1;1], (xg — 1)* € [0;1] si

zo €]0; 2, et (zg —1)2 = 1 si 2 € {0;2}, d’ott

0 sizel02
_1)2n _ 1\2\n )
(o = 1) ((wo = 1)%) n—>_+>oo{ 1 sixze{0;2}.
-1 2n
Ainsi, si xg €]0;2[, gn(z0) = nCOS((;;O_i_n) ™) e cos(0) = 1 et si z € {0;2}, gn(zo) et
cos(m) = —1. La suite de fonctions (g,)nen+ converge donc simplement sur [0;2] vers la fonction

g : [0;2] — R définie par
g(x) =1siz €]0;2] et g(x) = —1si x € {0;2}.

Pour tout n € N*, la fonction g, est continue sur [0;2] (par quotient de fonctions continues dont le
dénominateur ne s’annule pas car n > 1), alors que sa limite simple g est discontinue en 0 et en 2. En

effet,

lim g(z) = lim 1=1%# —1=¢4(0)

z—0t r—0t
ainsi il ne peut pas y avoir convergence uniforme de (gy,), vers g sur [0; 2] car la convergence uniforme

préserve la continuité.

Si la suite de fonctions (g, ), converge uniformément sur ]0; 2[, c’est nécessairement vers sa limite simple

1
g. Posons pour n € N*, x,, =1+ o alors z,, €]0;2[ et

s V2
(T —1’:1—— 0.
— COS(4) 9 >

n—-+o0o

|gn(T0) — g(x0)| =

n 0
cos (7> —1
Ty +n 4
Comme, sous réserve d’existence de la borne supérieure ci-dessous,
l9n = glloosjos2) 2 [lgn(@n) — g(an)||  car z, €]0;2]

il n’est pas possible que ||gn — goo;j0;2[ tende vers 0 lorsque n — 4-00. Ainsi, la suite de fonctions (g, )n

ne converge pas uniformément sur ]0; 2.



2

3. Pour tout n € N*| I, = fn(x) dz. Puisque pour tout n € N*| la fonction f,, est continue sur le segment
0

[0; 2], et que la suite de fonctions (f,), converge uniformément sur le segment [0; 2] vers la fonction nulle f,

par le théoréme d’interversion limite/intégrale, on obtient directement

n—-4oo

2
lim In:/ f(z)dz = 0.
0

4. (a) Soit n € N* et x € [0;2], alors par z +n > n donc 0 < % <1 ce qui entraine
T+n

n
90(@)] = = [cos((w ~ 1)*"x| <1

et la constante C = 1 convient.
2 2

(b) On va chercher & déterminer la limite, si elle existe, de nl,, = nfp(z)de = / gn(z) dz. Puisqu’il
n’'y a pas convergence uniforme de la suite de fonctions (gy,)n S?H‘ le segment [0?2], on va chercher a
utiliser le théoreme de convergence dominée.

e Pour tout n € N*, la fonction g, est continue, donc continue par morceaux sur ]0; 2[.

e La suite de fonctions (g, ), converge simplement sur ]0; 2 vers la fonction constante égale & 1, notée
T, qui est continue donc continue par morceaux sur |0; 1[.

e Pour tout n € N* et pour tout z €]0;2[, |gn(x)] < 1:= ¢(x) et la fonction ¢ est continue (donc
c.p.m.), & valeurs positives et intégrable sur ]0;2[ car prolongeable par continuité sur le segment
[0; 2].

Par le théoreme de convergence dominée,

2

~ 2

lim nIn:/ ldz=2#0 dou I, ~ -—.

n—-+o0o 0 n—+oo 1N
P . o
Ainsi, il existe « =2 € R* tel que I, ~ —.
n—+oco n

Correction de 1’exercice 4

1. La fonction g est I'unique primitive sur R s’annulant en 0 de la fonction continue z — sin(z?). Par le

théoréme fondamental de 'intégration, g est donc de classe C* sur R et pour tout z € R, ¢'(x) = sin(z?).

too 2n+1
2. On sait que pour tout u € R, sin(u) = Z(—l)nh Ainsi, pour tout x € R,
n !
n=0
too 2\2n+1 foo dn+2
g'(w) ZB( Ve 1) n;( D

ce qui démontre que g’ est développable en série entiere en 0, et le rayon de convergence de la série entiere
associée est R = +o0o. Par le cours, la fonction g est aussi développable en série entiere en 0, la série entiere
associée a le méme rayon de convergence R = 400, et son développement en série entiere en 0 s’obtient par

intégration terme a terme :

+o0 . pint3 too . pAn+3
VzeR, g(x)=9(0)+ ,;(_1) (dn+3)2n+1)! 7;)(_1) (4n+3)(2n + 1)1

Correction de 1’exercice 5



. $2n+1 |x‘2n+1
n—

An2 — 1| 4nz—1

1. Soit z € R*. Posons, pour tout n € N*, u,, = |(—1) , alors |u,| > 0 et

lungr| 2T 4n? -1 |z|? 4n2

[t | N 4n+1)2-1 ‘x|2"+1 n;jLoo 4n?  n—o+oo

2

||

. . . . . : 2 . 2
Par ailleurs, par stricte croissance de la fonction racine sur Rt on dispose de ’équivalence : |z|° < 1 <

|z| < 1. Ainsi, par la régle de D’Alembert sur les séries numériques,
2n—+1
T

4n? — 1

n—1

e Si|z| < 1,alors [z> < 1 et la série numérique Z u,, converge, donc la série numérique Z(fl)
converge (absolument). Ceci entraine R > 1.
e Si |z| > 1, alors \x|2 > 1 et la série numérique Zun diverge grossierement, donc il en est de méme de
nog @2

la série numérique Z(—l) R Ceci implique R < 1.
n? _

On conclut par double inégalités que R = 1.

2. Par le cours sure les séries entiéres, on sait que Uintervalle I de convergence vérifie | — R; R[C I C [-R; R).

2n+1
x
11 reste donc & étudier la nature de la série numérique Z(fl)"*lm pour z = 1 et x = —1. Pour
n2 —
x € {-1;1}, on a
(_1)n—1 a?ntl — 1 ~ i
4n? —1 4n? — 1 n—+oo 4n?
1 x2n+1
Comme la série de Riemann Z 3 est convergente, il en est de méme de la série numérique Z ‘(—1)"‘1 y—
x2n+1
par comparaison de séries a termes positifs, ce qui démontre que la série Z(—l)”*lm converge pour
n2 —

x € {-1;1}, donc I = [-1;1].
2n+1

3. Soit n € N* posons f,, : z € [-1;1] —> (—1)"’1%. Pour tout z € [—1;1], on a
n2 —

B |x‘2n+1 1

= <
An?2 —1 — 4n2 -1

| ()]

La majoration étant valable pour tout z € [—1;1], on en déduit que la fonction f, est bornée sur [—1;1].

De plus, comme la borne supérieure d’un ensemble est le plus petit majorant de cet ensemble,

1
. ] = < —
||an00,[—1~,1] SUP_I] |fn(z)] < n? —1

xe[—1;

On a prouvé ci-dessus que la série numérique E est convergente, donc par comparaison de séries a

1
4n2? — 1
termes positifs, la série numérique E | fnlloo;[—1;1) converge aussi, ce qui acheve de prouver la convergence

normale de la série de fonctions Z S sur [—151].

4. Puisque pour tout n € N*| la fonction f,, est continue sur I, et que la série de fonctions E fn converge
normalement donc uniformément sur I, le théoreme de continuité pour les séries de fonctions donne la

continuité de la fonction somme f sur I.

5. Le cours sur les séries entieres donne seulement la dérivabilité de f sur | —1; 1], on va donc chercher a utiliser

le théoréme de dérivation des séries de fonctions.

e Pour tout n € N* la fonction f, est de classe C! sur [—~1;1], et pour tout = € [—1;1], fi(x) =
2 1 2n 2n
(-t B DD gy T
dn? -1 2n—1

e La série de fonctions g fn converge simplement sur I.



2n
e Soit x € [—1;1], alors Vn € N*, (=1)" f! (x) = —257

T < 0 donc la série numérique Z f1.(x) est alternée.

1
De plus, 0 < |f/(2)] < — 0donc |f/(x)] — 0. Enfin, comme 22 € [0;1], pour tout n > 1,
2n — 1 n—+oo n—-+oo

1 1
W42 £ 2 . o ’os
0 < z*"* < x°" et par décroissance de la fonction inverse 0 < 1 < T dou | fr 1 (x)| < |fh ()]

ce qui démontre la décroissance de la suite (| f},(x)|)n>1. La série numérique g f1(z) vérifie donc le critere
des séries alternées. En notant R, (z) son reste d’ordre n, il vient alors

x2n+2 1

= < .
2n+1 7~ 2n+1

¥n €N, Vae[-11], [Ra(@)] < [fr4(2)|
Ainsi, pour tout n € N*, la fonction R,, est bornée sur [—1;1] et par passage & la borne supérieure,

0< ”Rn”oo;[—l;l] <

2n+1°

1

Comme —— — 0, on en déduit que ||R,||o;—1;17 — 0 ce qui prouve que la suite de fonctions
2n +1 n—+oo T s 4oo

(Ry)n>1 converge uniformément sur [—1;1] vers la fonction nulle. Par conséquent, la série de fonctions

Z f), converge uniformément sur [—1;1].

Par le théoréme de dérivation des séries de fonctions, la fonction somme f est de classe C* sur [—1;1] et

400 00 x2"
Ve [L1, f)=Y fale) =3 (1)
n=1 n=1
On transforme alors 1’écriture ci-dessus pour reconnaitre un développement en série entiere usuel.
+oo 2P +2
vV €] —1;1], ! = —1)P
pel L1l S@) = S0
p=0
- io( s
& 2p+1

= xarctan(zx)
6. Soit z €] — 1;1], alors

flz) = f(0)+/ztarctan(t) dt

0

1 T r 142
= 0+ [2752 arctan(t)} i _ A 1 i e dt par intégration par parties

1 1 [* 1
= 5:52 arctan(z) — 5/0 (1 - th) dt

1
= 5 (2 arctan(z) — z + arctan(z))

1
Puisque de plus la fonction f et la fonction z — 3 (22 arctan(x) — & 4 arctan(z)) sont continues sur [—1; 1],

I’égalité ci-dessus est encore valable en 1 et en —1.



