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1 Premiere étude : par équation différentielle

1.0.1 Définition

On s’inspire de la définition de I’exponentielle vue en terminale.

Théoréme 1 (admis) Il existe une unique fonction f : R — R deux fois dérivable telle que

f"=—=f, f(0)="1et f'(0) =0.

Définition On appelle cosinus et on note cos la fonction du théoréme. On appelle sinus et on
note sin l'opposée de la dérive du cosinus : sin = — cos’.

Comme le sinus est la dérivée d’une fonction deux fois dérivable, elle est dérivable. Il en résulte :
sin’ = cos” = — cos. En particulier, sin” est dérivable et : sin” = — cos’ = —sin. En d’autres termes,
cos et sin sont solutions de la méme équation différentielle f” + f = 0.

On en déduit par récurrence que cosinus et sinus sont indéfiniment dérivables.

Remarquons que le théoreme implique immédiatement la parité du cosinus. En effet, la fonction
g : t — cos(—t) est deux fois dérivable, on a : ¢'(t) = — cos’(—t) et ¢"(t) = cos”(—t) = — cos(—t) =
—g(t) pour tout ¢ réel, puis on vérifie que : g(0) =1 et ¢’(0) = 0. Il en résulte que g = cos. On en
déduit immédiatement que sa dérivée est impaire.

On obtient aussi sans peine la formule classique :

Vt eR, cos?t+sin®t=1.

En effet, la dérivée de la fonction h : ¢t — cos®t +sin? ¢ — 1 est nulle et sa valeur en 0 est 0. Par
le théoreme des accroissements finis, h est la fonction nulle.
Résumons.

Lemme 1 La fonction cosinus est paire, la fonction sinus est impaire. Toutes deux sont indéfiniment
dérivables et on a :
!/ . . .
cos’ = —sin, sin’ = —cos, cos® +sin? = 1.
1.0.2 Formules d’addition

Proposition 1 On a, pour tous réels t et u :

cos(t + u) = costcosu — sintsinwu, sin(t + u) = sintcosu + costsinu,
cos(t —u) = costcosu + sintsinu, sin(t —wu) = sintcosu — cost sin u.



On démontre pour commencer la premiere égalité. Comme le changement de variables t' = ¢t —u,
u' = u est bijectif, il suffit de démontrer que pour tous réels ¢ et u, on a :

cos(t) = cos(t — u) cosu — sin(t — u) sinu.
Fixons u dans R et considérons la fonction :
g:R—=>R, ¢+ cos(t—u)cosu —sin(t — u)sinu.
La fonction g est deux fois dérivable et on a pour tout ¢ :
g'(t) = —sin(t — u) cosu — cos(t — u)sinu, ¢"(t) = —cos(t —u)cosu + sin(t — u)sinu = —g(t).
De plus, on a :
g(0) = cos(—u) cosu — sin(—u)sinu =1, ¢'(0) = —sin(—u) cosu — cos(—u) sinu = 0,

d’ou par le théoreme admis ci-dessus : g = cos. Ceci prouve la premiere formule.

On obtient la formule pour sin(¢ + u) en fixant u et en dérivant la premiere par rapport a t;
enfin, les deux formules suivantes résultent de la substitution de —u a la place de u et des propriétés
de parité vues ci-dessus.

1.0.3 Définition de 7
Lemme 2 La fonction cosinus atteint la valeur zéro sur l’ensemble des réels positifs.

Supposons que le cosinus ne prenne pas la valeur 0 sur R™. Par continuité et par le théoréme des
valeurs intermédiaires, cela signifie que le cosinus est strictement positif sur R*. Alors, le sinus est
strictement croissant sur R™ et on a, pour tout ¢ > 1 : sint > sin 1, ou encore : cos'(t) +sinl < 0.
La fonction ¢ — cos(t) + tsin 1 est décroissante sur [1,+oo[ donc on a :

Vi>1, cost+tsinl <cosl—1.

Puisque sin1 > 0, cela entraine : lim, cos = —oo, contredisant 1’inégalité cos > —1 qui résulte du
paragraphe précédent. Notre hypothese est absurde et le cosinus s’annule sur RT.

Définition On définit le réel m par :
7 = 2inf{t € RT, cost = 0}.

Montrons que le cosinus s’annule en 7/2, ce qui revient a dire que la borne inférieure est un
minimum. Soit (¢,) une suite de nombres réels positifs tels que cost,, = 0 et qui tend vers 7/2. Par
continuité du cosinus, on a :

U . .
cos— =cos lim ¢, = lim cost, =0.
2 n——+oo n——4o00

Par minimalité de 7, le cosinus est strictement positif sur [0, 7/2[. Par suite, le sinus est stric-
tement croissant sur cet intervalle, si bien que sin7/2 > 0. Avec la relation cos? +sin? = 1, on en
déduit : sin/2 = 1. Ecrivons les formules d’addition avec u = 7/2, puis avec u = 7 :

Lemme 3 Soit t un réel. On a :

cos 5 = 0, sing =1,

cos(t + §) = —sint, sin(t+ J) = cost,
cos(t — §) = sint, sin(t — §) = — cost,
cosm = —1, sinm = 0,

cos(t +m) = —cost, sin(t+m)= —sint,
cos(t + 2m) = cost, sin(t+ 2mw) = sint.
En particulier, ajouter /2 a I’argument du cosinus ou du sinus, c’est la méme chose que dériver ;

retrancher 7 /2, ¢’est intégrer. Pouvez-vous trouver une explication simple en termes d’exponentielles
complexe ?



1.0.4 Variations

Par définition de 7, le cosinus est strictement positif sur [0, 7/2[ donc (sin’ = cos) le sinus est
strictement croissant sur [0, 7/2] donc (sin0 = 0) le sinus est strictement croissant sur |0, 7/2[ donc
(cos’ = —sin) le cosinus est strictement décroissant sur [0, 7/2]. Avec les formules d’addition, on
en déduit les variations du cosinus et du sinus sur un intervalle de longueur 27, puis sur R entier.

1.0.5 Résolution de quelques équations

On déduit du tableau de variations la proposition suivante.

Proposition 2 (i) Soit a un réel compris entre —1 et 1. I existe un unique réel ty € [0, 7] tel que
costg = a et, pourt réel quelconque, on a :

cost=a < dkeZ, t==+tg+ 2km.

(ii) Soit b un réel compris entre —1 et 1. Il existe un unique réel t1 € [—m/2,7/2] tel que sint; = b
et, pour t réel quelconque, on a :

sint=»b6 < dkeZ, t=t1+2kw out=m—1t1 + 2km.

Théoréme 2 Soit a et b deux nombres réels tels que a® + b*> = 1. Il existe un réel t, unique a un
multiple de 2w preés, tel que a = cost et b = sint.

Ezistence. Soit tg € [0, 7] tel que costy = a. Sion a : sin(ty) = b, c’est gagné. Sinon, on a quand
meéme :

b = /1 — a2 = /1 — cos? ty = | sint|,

si bien que b = —sinty = sin(—tp).

Unicité. Supposons que t et ¢ conviennent, on veut montrer que ¢’ — ¢ est un multiple de 27. En
vertu des propositions précédentes, t' vaut a la fois £t + 2kr d’une part, et t + 207 ou ™ — t + 207w
d’autre part, ou k, £ sont des entiers. On est donc dans 'une des situations suivantes :

— sit' =t+2kmw out' =t+ 2¢x, rien & ajouter;

—sitl =—t+2kmett' =7 —t+ 20m, alors 1 = 2(k — £), ce qui est absurde.

1.0.6 Tangente et arc-tangente

Il est commode de définir, partout ou le cosinus ne s’annule pas, la tangente comme quotient
du sinus par le cosinus :

sint

T
VtE]R\{——FIW,kEZ}7 tant = )
2 cost
La troisieme construction ci-dessous est fondée sur I’étude de la fonction réciproque de la tan-
gente, qu’on définit dans le cadre actuel.
La tangente est dérivable sur son ensemble de définition et on a :

sin’ cos — cos’sin  cos? + sin?

1
=1+tan® = —.
c

tan’ =
0s2

cos? cos?

En particulier, la tangente est strictement croissante sur tout intervalle ou elle est définie. Par
exemple, elle établit une bijection de |—7/2,7/2[ sur son image. On voit facilement que la limite
en (—m/2)" est —oo et que la limite en (7/2)~ est +oo, ce qui entraine que

Proposition 3 La tangente induit une bijection de |—m/2,7/2] sur R.



Définition La fonction arc-tangente, notée arctan : R — |—m/2,7/2[, est la fonction réciproque
de la restriction de la tangente a |—7/2,7/2|.

Proposition 4 L’arc-tangente est dérivable sur R et sa dérivée est :

1

Va € R, arctan’a = .
14+ a2

2 Deuxieme étude : paramétrage du cercle par longueur d’arc

On oublie tout ce qui précede pour donner une construction < géométrique > des fonctions
trigonométriques. Le prérequis essentiel est un peu de calcul intégral mais la construction ne prend
un sens que si on sait ce qu’est une courbe paramétrée, la vitesse, la longueur.

2.1 Définition du sinus
2.1.1 Vitesse et longueur : motivation

Considérons une courbe paramétrée, c’est-a-dire une application définie sur un intervalle fermé
borné de R, & valeurs dans R? :

vl b = Bt y(t) = (2(t), y(1)):

On suppose v de classe C!, c’est-a-dire que x et y sont des applications dérivables de R dans R et
que 7’ et ¥’ sont continues.

Par définition, le vecteur-vitesse a U'instant ¢ € [a,b] est : /(t) = (2/(t),y/(t)). Lorsque le temps
passe de t & t + dt, ou dt est un < petit > nombre réel !, les coordonnées passent de (x(t),y(t)) &
~v(t) = (z(t) + da(t),y(t) + dy(t)) (ici, dz = dx(t) est la variation de l’abscisse entre les instant ¢ et
t + dt, idem pour dy). La notion de dérivée permet d’affirmer qu’au premier ordre en d¢, on peut
identifier dz et 2/(t)dt. Plus précisément, on a : dz(t) = 2/ (t)dt + o(dt).

On veut évaluer la longueur de la courbe. Entre t et t 4+ dt¢, on l'identifie au premier ordre au
segment reliant y(t) et (¢t + dt). Sa longueur est donc, d’apres le théoreme de Pythagore :

ds = /da2? + dy? = /2/(t)2 + ¢/ (¢)2 dt.

La longueur totale de la courbe est la « somme > des longueurs de ces morceaux d’arcs, ce qui
conduit a la...

Définition La longueur de la courbe v : [a,b] — R?, t = (z(t), y(t)) est :
b b
L= [ ooy a= [ 1ol

2.1.2 Paramétrage du demi-cercle

Considérons le demi-cercle D de R? défini par les équations :
22+ =1, =>0.

Cela signifie qu'un point de coordonnées (z,y) € R? appartient & D si, et seulement si ces égalités
sont satisfaites.

1. La notion de < petit > nombre réel n’a pas de sens mais ce qui suit a un sens en divisant par dt et en passant
a la limite d¢ — 0.



La projection d'un point de D sur ’axe des ordonnées établit une bijection entre D et un
segment. En effet, la résolution d’une équation tres simple prouve que 'application

7:[_131]_)Da yH( l_yQ,y)

est bijective. On en déduit un paramétrage de I’arc de demi-cercle par U'intervalle [—1, 1]. Le vecteur
vitesse en y € |—1,1] est :

2
Yy Yy 1
Y (y) = (—71> et [V @I = 1 —ptls .

V1I—y? l1—y

2.1.3 Longueur d’un arc de demi-cercle

Soit y € |—1,1[. La longueur de la portion d’arc de demi-cercle comprise entre le point y(0) =

(1,0) et le point y(y) est :
o) = [ Il = [T
Yy ) Y ) T2

Remarquons qu’on décide que la longueur est calculée normalement pour y > 0 mais qu’elle est
comptée avec un signe — lorsque y < 0. Il s’agit en quelque sorte d’une longueur algébrique (ce qui
permet d’ailleurs de les ajouter ou les soustraire comme les angles).

En tant que primitive d’une fonction continue, ® est dérivable sur |—1,1[ et on a, pour y dans

cet intervalle : )
&' (y) = —— > 0.

N

On en déduit en particulier que ® est strictement croissante; grace a sa continuité, on peut
affirmer avec le théoreme des valeurs intermédiaires que ® établit une bijection de

|—1,1[ sur ] lim q),limfb[.
-1+ 1

2.1.4 Limites de ® en +1

On a, pour ¢t € [0,1] :
1 1 1

iclE VIl Vit

On en déduit, pour y € [0,1] :

(I)(y)ﬁ/oy\/%:[—%/l—t]g:Q—Q l-y<2

Il en résulte que ® est majorée et que sa limite en 17 est finie.
Définition On appelle 7 le réel :
=2 lim ®(y).
y—1—

Remarquons que par construction, 7/2 est la longueur d’un quart de cercle. On note encore ® le
prolongement par continuité de ® a [—1,1]. On déduit de ce qui précede la proposition suivante :

Proposition 5 La fonction ® : [—1,1] — [-7/2,7/2] est une bijection croissante.

Définition On appelle sinus et on note sin : [—7/2,7/2] — [—1,1] la bijection réciproque de P.
(La notation traditionnelle de ® est arcsin, on l'appelle arc-sinus.)

Comme ® est impaire, le sinus 1'est également.



2.1.5 Cosinus sur |—7/2,7/2]
On a vu que ® est dérivable sur |—1, 1] et que sa dérivée n’est pas nulle. On en déduit que sa
fonction réciproque est aussi dérivable.
Définition On appelle cosinus et on note cos la fonction dérivée du sinus sur ]—1,1].
On a, pour tout y € |—1,1] :
y = sin ®(y).

On en déduit :

1 =& (y)cos®(y) = cos B(y).

1
Vv

Ainsi, posant t = ®(y) ou, ce qui revient au méme, y = sint, il vient :

cost = /1 —y2=1+1—sin’t,

égalité valable pour tout ¢ € |—7/2, /2] puisque y était arbitraire.

De plus, un petit miracle se produit : par composition de fonctions dérivables, le cosinus est
dérivable en tout ¢ tel que sint # 1, c’est-a-dire sur | — 7/2,7/2[. On a de plus :

—2costsint _ —costsint
2v/1 —sin?t cost

On en déduit aussitot : sin” +sin = 0, cos” + cos = 0 et les valeurs en 0.

cos' t = = —sint.

2.1.6 Prolongement du cosinus a [—7/2,7/2]

Lemme 4 La fonction sinus est dérivable en £7/2 et sa dérivée y est nulle.

De D'égalité cos = /1 —sin? ci-dessus, on déduit que lorsque t tend vers /2 par valeurs
inférieures, cost tend vers 0. Soit alors ¢t € [0,7/2[. Par le théoreme des accroissements finis, il
existe 0 €]t,m/2] tel que sint — 1 = (¢t — w/2) cosf. Le lemme en résulte aisément : soit £ > 0, il
existe tg tel que pour s > tg, on ait : |coss| < e. Mais pour t > tg, on a a fortiori @ > tg, si bien
que on a aussi :2 |cosf| < e. On en déduit que le taux de variation du sinus tend vers 0 en /2.
On fait de méme en —7/2 ou on invoque I'imparité du sinus.

Le lemme permet de définir cos+m/2 = 0, si bien que cos est continue en 7/2. On démontre
comme dans le lemme que puisque la fonction cos est continue sur [0, 7/2] et que sa dérivée — sin
admet une limite (—1) en /2, cos est dérivable en 7/2 et sa dérivée vaut —1 = —sin7/2.

Par ailleurs, on vérifie instantanément que la relation cos? +sin? = 1, connue sur intervalle
ouvert, se prolonge a [—m/2,w/2].

2.1.7 Prolongement du cosinus et du sinus a R
Définition Soit x €|7/2,37/2], on a : 7 —x € [-7/2,7/2[, ce qui permet alors de définir :
sinz = sin(r — ), cosx = —cos(m — x).

Lemme 5 Les fonctions sinus et cosinus sont continues et dérivables sur [—m/2,37/2] et on a sur
cet intervalle : sin’ = cos, cos’ = —sin, cos? +sin® = 1.

2. Ainsi, a priori 0 n’était pas unique et on ne connait pas sa valeur, mais on sait que cos 8 tend vers 0.



Pour démontrer ce lemme, il suffit de vérifier que les limites & gauche et a droite de sin et de
ses dérivées sont égales, ce qui est facile.

Lemme 6 Pout tout réel t, il existe un unique entier p tel que
T 3
——+2pr < zx < — + 2pm.
2 2
En effet, si un tel p existe, on a nécessairement :

jus
2

p < <p-+1,

donc p est la partie entiere de (x + 7/2)/(27), d’ou l'unicité. Inversement, cette partie entiere
convient, ce qui assure 1’existence.

Définition Soit x € R et soit p comme dans le lemme. On définit : sinz = sin(x — 2p7) et
cos z = cos(x — 2pm).

Par construction, sin et cos sont 27-périodiques. Quelques comparaisons de limites a gauche et
a droite permettent de prouver le lemme suivant.

Lemme 7 Les fonctions sinus et cosinus sont continues et dérivables sur R et 2w-périodiques. De
plus, le sinus est impair et le cosinus pair. On a enfin : sin’ = cos, cos’ = —sin, cos? +sin? = 1.

Les tableaux de variations de sin et cos est connu depuis longtemps sur [0, 7/2]; en suivant les
prolongements successifs, on retrouve ceux qu’on connailt sur R.

3 Troisieme étude : arc-tangente et autre paramétrage du cercle

On recommence a zéro.

3.1 Construction de arc-tangente et de la tangente

Dans ce paragraphe, on utilise la proposition 4 comme une motivation pour définir une fonction
qu’on appelle arc-tangente. On verra dans le paragraphe suivant comment cette définition permet
de construire d’une fagon alternative les fonctions circulaires.

On pose, pour t € R :
ds

A(t):/OtHSQ.

Ainsi, A est la primitive nulle en 0 de ¢ — (1 4 ¢?)~!. Par parité de la fonction intégrée, vu que la
borne constante est 0, on voit que A est impaire. De plus, A est dérivable et, comme sa dérivée est
strictement positive, A est strictement croissante sur R. Elle établit donc une bijection de R sur
|—L,L[ ou L =limy A.

Montrons que L est finie. En effet, on a, pour ¢t > 1 :

A(t):/o1 ds +/1t ds <A(1)+/tds:A(1)+1—1.

1+S2 1+$27 1 82

Définition On appelle w le réel :

t d “+oo d
=2 lim _9 :2/ _9 .
t=o+oo o 1+ 2 o 1482

On définit la fonction tangente tan : |—m/2,7/2] — R comme la réciproque de la fonction A.



On voit que par construction, la tangente est une bijection strictement croissante et dérivable.
De plus, pour t € |—m/2,7/2[, la relation tan(A(t)) =t donne par dérivation :

1
1=A'(t)tan’ A(t) = T e tan’ A(t),

d’ou on déduit en posant t = tan a qu’on a pour tout « réel :

tan’a =14+ t> =1+ tan a.

3.1.1 Un habile paramétrage du cercle

On part du paramétrage suivant du cercle-unité privé de N = (—1,0) par un point situé sur
la droite d’équation z = 1 (la tangente au cercle en (1,0)). Fixons un point P de cette droite, de
coordonnées (1, 2t) avec t réel; on appelle M = (z,y) le point de la droite (PN) situé sur le cercle
unité et distinct de N.

La motivation de cette construction est donnée par le théoreme de l'angle inscrit : ’angle
(N& ﬁ) est la moitié de 'angle oo = (175, OM), si bien qu’en anticipant un peu, on peut prévoir
qu’on aura :

t= tan%, r =cosa, Y =sina.

Connaissant = et y en fonction de ¢ et ¢ en fonction de «, on en déduira le cosinus et le sinus.
Déterminons z et y. On a, puisque M appartient a (NP) :

z+1 2
0= y 2t'-—2(y—t(m+1)).
On sait de plus que 2% +y? = 1, d’ott on tire : 22 +t?(z+1)? = 1, puis (1+¢*)2? + 22z +1*—1 = 0,
équation dont on sait que £ = —1 est solution. En I’éliminant, on trouve :
1—¢2 2t
T = = —.
112 YT 1y

3.2 Fonctions circulaires

Soit v un réel. On définit son cosinus et son sinus par :

1—¢2 2t

o
cosae = ——, sina=-——, ou t=tan—.
1+t 1+t 2

On veut dériver cosinus et sinus. On calcule d’abord la dérivée de la fonction o — tan(a/2),
notée par commodité dt/da. Pour tout « réel, on a :

dt _ 1. ja _ 1ttan’g 1+t2'

da 2" 2 2 2
Par dérivation de fonctions composées, il vient :

, dt (=2t)(1 +t%) —2t(1 —t?) -2t _ ., dt 2(1 +1%) — 2t x 2t
COS ¢ = — = = —Sin« Sin &« = —
da (1+412)? 1+ ¢2 ’ da (1+t2)2

= COos .

On en déduit aisément que cosinus et sinus sont deux fois dérivables sur R et satisfont aux
propriétés de la premiere étude.



