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On fixe pour tout le chapitre un corps K.

Matrice d’une application linéaire

L’espace des matrices

]

Matrice d’un vecteur

Définition. Soit E un espace vectoriel, e = (eq,...,e,) une base de E. Pour v € F, on appelle
matrice de v dans e ou colonne des coordonnées de v dans e la matrice-colonne Mate(v) =
(j)1<j<n € Mp1(K) ~ K™ définie par :

n
v = E xjej.
j=1

Lemme. Avec ces notations, lapplication Mate : E — My, 1(K) ~ K" est un isomorphisme.

DEMONSTRATION. Considérons I'application < combinaison linéaire » qui, & (2;)1<;<n, associe
Z?Zl xje; : cette application est linéaire (vérifier!) et bijective car e est une base. Eh bien, Mat,
en est la bijection réciproque.

Matrice d’une application linéaire
a) Construction de la matrice

Définition. Soient E et F' deux espaces vectoriels, e = (e1,,e,) et £ = (f1,..., fin) des bases
respectives de ces espaces et p € L(F, F') une application linéaire. On appelle matrice de ¢ dans

les bases e et f et on note Mate £() la matrice A = (ai;)1 < i < m définie ainsi : la j-éme colonne
1<j<n
de A est la colonne des coordonnées de I'image du j-eme vecteur. Plus précisément :

Vi e{l,...,n}, Matf(go(ej)) = : , le i pef) = Zaijfi.

Ezemple. Pour n € N*, on note I,, la matrice n x n dont le coefficient d’indice (i,5) vaut 1
lorsque ¢ = j et 0 sinon. Soit de plus E un espace de dimension n et e une base de E, on a :
Mate7e(IdE) =1,.

b) Un isomorphisme

Proposition. Soient E et F' deux espaces vectoriels, € = (e1,,e,) et £ = (f1,..., fm) des bases
respectives de ces espaces. L’application Mates : L(E, F) = My »n(K) est un isomorphisme.

L’idée, c’est qu’une application linéaire est déterminée par I'image d’une base et qu’une famille
de n vecteurs est déterminée par n colonnes de coordonnées, que ’on peut regrouper dans une
matrice.

DEMONSTRATION. La linéarité de 'application Mate ¢ se vérifie avec quelque lourdeur mais
sans difficultés. Elle est bijective en vertu des faits suivants : d’une part, pour toute matrice
A € My, n(K), il existe une unique famille (wy,...,wy,) de F' telle que la matrice de w; dans
f est la j-eme colonne de A; d’autre part, pour toute famille (wq,...,w,) de F, il existe une
unique application linéaire ¢ € L(E, F) telle que ¢(e;) = w; pour tout j.

Corollaire. Pour E et F' espaces de dimensions finie, on a : dim L(E, F) = dim(F) dim(F).
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¢) Produit d’'une matrice par un vecteur

Définition. Soient m et n deux entiers naturels non nuls. Pour A = (a;;)1
1
et X = (z5)1<j<n € K™, on définit le produit AX € K™ par :
D1 Q15T
AX = :
D1 AT

Ezercice. Avec les notations de la définition, ’application ¢4 : K" — K™, X — AX est linéaire.
Si on munit K™ et K™ des bases canoniques e et f, on a :

Mate £(0a) = A.
d) Calcul de I'image d’un vecteur

Proposition. La matrice de l’image d’un vecteur est le produit de la matrice par la matrice du
vecteur. En symboles, soient E et F' deux espaces vectoriels, e et f des bases respectives de ces
espaces, ¢ € L(E, F') une application linéaire et A = Mate¢(p). Soient v dans E, X = Mate(v)
et Y = Matg (p(v)). Alors :

Mat¢ (p(v)) = Mate ¢(¢) Mate(v), de. :Y = AX.

DEMONSTRATION. Siv =377,

= SO(Z HTjej) = ij@(ej) = Zl’j Zaijfi = Zzwjaijfi = Z(Z az‘jxj)fi-
j=1 j=1 j=1  i=1

j=1i=1 i=1 j=1

xjej, on a par linéarité :

Composée et produit

a) Un calcul

Soient D, E et F trois espaces vectoriels de dimension finie, soient d = (di)1<k<p, € = (€i)1<i<n

et £ = (fj)1<j<m des bases respectives de ces espaces, et soient ¢ € L(E, F') et ¢ € L(D, E) deux

applications linéaires. On note A = (a;;)1 < <m = = Mate () et B = (bjr)1 < j <n = Matge(v).
1

1<j<n
On cherche la matrice de ¢ o ¥ dans les bases d et f. Pour cela, on fixe

calcule ¢ o 9(dy) :

n

potp(dy) = (Z b]kej) = Z birp(e;) = Z bjk Zaijfi = Z Zaijbjkfi = Z(Z aijbjk>fi-
=1 =1 =1

j=1i=1 i=1 j=1

b) Produit de matrices
Le calcul précédent rend naturelle la définition suivante.

Définition. Soient m,n,p € N*; A = (aij)1 <i<m
1<j<n
= (ci

On appelle produit de A par B la matrice AB

V(i k) € {1,...,m} x {1,...,p}, cir=  aibj



50

Mise en garde. Etant données A € My, ,(K) et B € M, ,(K), le produit AB n'est défini que
sir=mn :le nombre de lignes de A doit étre égal au nombre de colonnes de B.

Méme sir =n, le produit BA n’a de sens que si p = m.

Méme sir =n et p=m, les produits AB et BA ne sont de méme taille que sim =n=1r=7p
(deuz matrices carrées de méme taille).

Méme sim =n =r =p, les produits AB et BA sont en général différents.

01 0 0 10 00
Exemple. PourA-(O 0) etB—<1 0>,ona.AB—<O 0)7&<0 1>—BA.

Ezemple. Pour A € M, (K),on a: I,,A= A= Al,.
Proposition. Soient m,n,p,q € N*; A, A" € Mp,,(K); B,B" € M, ,(K); C € M,4(K);
AN e K. Alors :
(i) (AB)C = A(BC);
(ii) MA+NA)B=XAB+ XNA'B et AAB+ XNB')=\XAB+ NAB'.
DEMONSTRATION. Laissée & la patience du lecteur.
c) Recollement des morceaux

Proposition (Matrice de la composée). La matrice de la composée est la composée des matrices.
En symboles, si D (resp. E, F') a pour base d (resp. e, f) et o € L(E,F), v € L(D,E), on a :

Matd,f((p © ¢) - Mate,f(()p) Matd,e (¢)

DEMONSTRATION. Déja faite!

Endomorphismes et matrices carrées

a) Un nouvel anneau
Lorsque les deux indices sont égaux, on note : M, (K) = M,, ,,(K).

Corollaire. La somme et le produit de matrices font de M, (K) un anneau. (Le neutre de la
somme est la matrice nulle 0, le neutre du produit est l'identité I,,.)

Ezemple (Calcul intéressant !). Sachant que le parenthésage n’importe pas, on calcule :
1 0 1 0y /1 1 1 0y _ (01
0 —1)\-1 1)\0 1)\-1 1) \1 0/)°

b) Inversibilité

Définition. Soient n € N* et P € M,,(K). On dit que P est inversible s’il existe @ € M,,(K)
telle que PQ =1, = QP.
On note GL,,(KK) I'ensemble ! des matrices inversibles de M., (K).

Proposition. Soient E et ' deuz espaces vectoriels de dimensions n et m et soient e et f des
bases respectives de ces espaces, p € L(E, F) une application linéaire et A = Mate ¢(p). Alors,
@ est bijective si et seulement si A est inversible. Cela ne peut se produire que si m = n.

DEMONSTRATION. Soit ¢ : F' — E une application linéaire et B = Mats (1)) sa matrice. On
a vu les relations : Matg(p 0 ¢0) = AB et, symétriquement : Mate () 0 ¢) = BA. Comme Matg
est un isomorphisme de L(F, F') dans M,,(K) et que Mat¢(Idp) =1I,,, on a : p o) = Idp si et
seulement si AB = I,,,. De méme : p o = Idg si et seulement si BA = I,,. Ainsi, ¢ est I'inverse
de ¢ si et seulement si B est I'inverse de A.

1. En fait, c’est un groupe.
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Changement de base
Cas des vecteurs
a) Matrice de changement de base

Définition. Soit E un espace vectoriel ayant pour bases e = (eq,...,e,) et € = (e],...,e}) et
soit Pe e/ la matrice de passage de e a €.

Remarque. Par définition de ces matrices, on a : Py o = mate o(Idg). (Attention a I'inversion
de l'ordre des bases!)

Lemme. Avec les notations ci-dessus, Pe e est inversible et on a : Pe o = Pos e
DEMONSTRATION. De Idg = Idgoldg, on tire : Mate o (Idg) = Mate o (Idg) Mate o (Idg), puis :
I, = Pe o' Per o En échangeant le role des bases, il vient : I, = P/ o Pe e/

L’observation suivante sera commode (pas vue en amphi).

Lemme. Soient E un espace vectoriel de dimension n, e une base de E et P € GL,(K). I
eziste une unique base € de E telle que P = Pe .

DEMONSTRATION. Considérons 'application linéaire ¢ € L(E) telle que Mate (1)) = P. Comme
P est inversible, 1 est un isomorphisme : par suite, I'image de la base e est une base € de E.
Or, Mat, est un isomorphisme de E sur K" qui envoie €’ sur les colonnes de P. Par suite, on
a: P = Pe. L'unicité d’'une telle base est évidente car la matrice de passage détermine les
coordonnées des vecteurs de €' dans e.

Remarque. 1l est amusant de voir que I'on joue sur deux interprétations de P : comme matrice
d’une application non triviale dans une base e et comme matrice de 'application triviale Idg
dans les bases €’ et e.

b) Formule de changement de base

Proposition. Soit E un espace vectoriel ayant pour bases € = (e1,...,ey,) et € = (ef,...,€l)

Mate(v) et X' = (2})1<i<n = Mate (v). Alors, on a :
Mate(v) = Pe o Mate (v), d.e. : X = PX'.

4 n n . n
DEMONSTRATION. On a:v =3 1 xe; = ) i xse) et, pour tout j : e = > 1L pjje;, avec
Pe s = (pij). On remplace :

n n non n -
v = Z% Zpijei = ZZP@‘%E% = Z<Zpijx;>€i‘
j=1 =1

j=1i=1 i=1 j=1

Par unicité de I’écriture de v comme combinaison linéaire de e, on trouve : x; = 2?21 pijw; pour
tout 7, ce qui donne : X = PX' comme souhaité.
Cas des applications linéaires

Proposition. Soit E (resp. F) un espace vectoriel ayant pour bases € = (e1,...,ey,) et
e = (e),....€,) (resp. £ = (f1,..., fm) et £ = (fl,..., f,)). Soient P = Pee et Q = Py
les matrices de passage. Soit ¢ € L(E,F) et soient A = (aij)1<i<n = Mates(A) et

1 n
A" = (ay) = Mate ¢/ (A"). Alors, on a :

J

N
N

A=QAP.
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DEMONSTRATION. On écrit la matrice de ¢ dans les bases €’ et f en partant de 1’évidence :
@ =1Idr op = poldg. On note en indice la base dans laquelle on va écrire la matrice :

Ee/ Ffl
IdEJ( \ lldp
E, L Fy.

Il vient, puisque la matrice de la composée est le produit des matrices :
Mate £(¢) = Matgr ¢(Idp) Mate ¢ () = Mate £(¢) Mate o (Idg),
puis, vu que Mate ¢(Idp) = Pr g et Mate o(Idp) = Peer -
QA = AP.

Rang [traité un peu rapidement en amphi]

Rang d’une matrice
Définition. Soient m et n deux entiers et A € M, ,(K). On note ¢4 'application linéaire
pq: KP — KT
X — AX.

On appelle noyau de A et on note Ker(A) le noyau de ¢4 ; on appelle image et on note Im(A)
I'image de @4 ; enfin, on appelle rang de A et on note rg(A) le rang de p4.

Remarque. Le noyau de A est ’ensemble des X € K" solutions du systeme AX = 0. L’image
est 'ensemble des AX lorsque X décrit K™. On vérifie que AX est la combinaison linéaire
Z;‘L:1 x;C; des colonnes C; de A. Ainsi, I'image de A est I'espace engendré par les colonnes de
A et le rang de A est sa dimension.

Lemme. Soit A € M,,(K). Alors : A est inversible SSI Ker A = {0} SSI rg(A) = n.
DEMONSTRATION. On a : rg(A) =rg(pa) et 4 est bijective si et seulement si A est inversible.

Rang d’une matrice et d’une application linéaire

Proposition. Soient E et F' deuz espaces vectoriels, e et £ des bases respectives de ces espaces,
¢ € L(E, F) une application linéaire et A = Mate (). Alors : Uapplication linéaire Mate (resp.
Matg) est un isomorphisme de Ker ¢ sur Ker A (resp. de Im ¢ sur Im A). En particulier, on a :

rgp =r1g A.
DEMONSTRATION. Soit v € E et X = Mate(v). Puisque Matg(¢(v)) = AX et que Mats est
injective, on a une équivalence : ¢(v) = 0 si et seulement si AX = 0, c’est-a-dire : v € Ker ¢ si
et seulement si Mate(v) € Ker A.
D’autre part, 'image de ¢ est engendrée par les ¢(e;) (1 < j < n) et 'image de A est engendrée
par les colonnes de A, qui sont par définition les Matg ((p(ej)) (1 < j < n). Comme l'application
Mats est un isomorphisme, elle envoie I'image de ¢ sur I'image de A. (Pourquoi ?)

Corollaire. Soient A € M, (K), P € GL,(K) et Q € GL,,(K). Alors :

rg(4) = rg(Q 1 AP).
DEMONSTRATION. Soient e et f les bases canoniques de £ = K" et F = K™. Soient e’ et f/
les bases de E et I telles que P = Py o et Q = Pg . Par la formule de changement de base,

A" = Q7'AP est la matrice de ¢4 dans € et f/. Par la proposition précédente, on a donc :
rgeA=rgpq =1gA.
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Version matricielle du théoréme du rang [non traité]
Théoréme (hors programme). Soit A € M., ,,(K) une matrice. Il existe des matrices inversibles
P et Q et un entier r € N tels que
I, 0
-1 T
AP = .

De plus, v est le rang de A.

DEMONSTRATION. Soit e (resp. f) la base canonique de K™ (resp. K™), soit (e],...,e}.) une base
d'un supplémentaire de Ker(A) et soit (..., e),) une base de Ker(A). Soit f; = pa(e}) pour
j entre 1 et r. Par la < version abstraite > du théoréme du rang, la famille (f7,..., f/) est une

base de Im ¢ 4. On la complete en une base f' de K™. Par construction de ces bases, la matrice
de p4 dans les bases € et f’ est celle qui apparait dans le théoreme. En posant P = P, e et
Q = Pr g, la formule de changement de base permet alors de conclure.

Corollaire. Le rang d’une matrice est égal au rang de sa transposée.

DEMONSTRATION. Exercice instructif.

Systémes et opérations sur les rangées

Etude abstraite des systémes linéaires

On donne m et n entiers et un systeme de m équations a n inconnues : A € My, ,(K) et
B € K™ = M, 1(K). On cherche les X € K" = M,, 1(K) tels que AX = B.

On considere a nouveau l'application 4 : K" — K™, X — AX.

a) Premiére discussion

On distingue deux cas :

1. soit B ¢ Im @4 : alors, le systéme n’a pas de solution ;

2. soit B € Im 4 : alors il existe un élément X; € K™ tel que AX; = B; mais alors, on a
équivalence :

AX =B <= AX=AX) <= AX-X;)=0 <= X —X; € Ker(4)
< 3Xp € Ker(4), X = X; + Xo.

Cela traduit la relation 2 :

| SGEASM = SPEASM + SGESSM. |

On dit que ’ensemble des solutions est un espace affine : c’est 'image d’un sous-espace vectoriel
(ici, Ker(A)) par une translation (ici, X — X + X7).

La situation est évidemment réminiscente des équations différentielles linéaires que 1'on travaille
en analyse ces temps-ci. Et pour cause : elles sont linéaires!

b) Deuxiéme discussion

On distingue deux cas :

1. soit A est carrée et inversible : alors, pour tout second membre B, il existe une unique
solution : AX = B équivaut & : X = A~ 'B;

2. soit A est carré et non inversible : alors :

2. Ou SGEASM = solution générale de 1’équation avec second membre; SPEASM = solution particuliere de
I’équation avec second membre ; SGESSM = solution générale de I’équation sans second membre.
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— si B € Im(A) (cela existe), il y a strictement plus d’une solution (et méme une infinité
des que le corps K est infini) ;
— si B ¢ Im(A) (cela existe), il n’y a aucune solution ;

3. soit A n’est pas carrée (alors elle n’est pas inversible) : il existe des valeurs de B pour
lesquelles le systeme n’admet pas de solutions ou alors il en admet strictement plus d’une
(et méme une infinité des que le corps K est infini).

Opérations sur les rangées

a) Matrices des opérations élémentaires

Soit p € N*. On note I, la matrice identité d’ordre p, EZ-(I;) la matrice p x p dont le coefficient
d’indice (i, j) vaut 1 et les autres 0. On considére les matrices p X p suivantes (D pour dilatation,
T pour transvection, P pour permutation) :

‘ I
1 g (4 < D, (p) _ ’ .
weK, ato Di(®= @ . ’
p—i—1
1
L<i#J<pr )y _ (») _ A N
Ve K 7N =L+ AE;] = (X en position (i,7));
1
I
0 ... 1
1<i<j<p PP =pP"= | P (les 1 en (i, 7) et (4,4)).
1 0
L—j—1

Ezxercice. Montrer que ces matrices sont inversibles. Plus précisément : DZ(p ) (a)! = D )(a_l) ;

7}(5)(/\)’1 = Ti(’?)(—)\) ; (Pi(g))fl = i%)-). (Commencer par p = 2.)

Ezercice. Dans l'esprit du « calcul intéressant > ci-dessus, montrer que l'on a :
Di(=1)T;;(=1)T;:(1)Ti5(=1) = Pij.

b) Presque-définition des opérations élémentaires

On se donne aussi une matrice A de taille m x n. On note (L;)1<i<m ses lignes (Cj)i<j<n ses
colonnes. Une opération typique consiste a multiplier la i-eme ligne de A par «, ce que 'on
notera : L; < o L;.

Ezemple (m = n = 2). On peut réaliser ces opérations élémentaires par des produits matriciels.

L2<—OZL2: CQ(-O(OQZ
1 0 a b\ (a D a b 1 0\ [a ab
0 a/\c d)] \Nac ad)’ c dJ\0 o)/ \c ad)’
L1+ L1+ MLy Cy +— Cy+ N :

1 A a b\ (a+Ai b+ a b 1 A\ _ (a b+ X
0 1 c d)  \ ¢ d )’ c dJ\0 1) \e d+ X/’



Plus généralement, en multipliant a gauche et a droite une matrice par des matrices inversibles,
on peut effectuer des < opérations élémentaires > sur les <« rangées >, c’est-a-dire les lignes et
les colonnes :

— multiplier une rangée par une constante non nulle;

— ajouter a une rangée un multiple d’une autre (ou, en répétant, une combinaison linéaire

des autres) ;

— permuter deux rangées.

Plus précisément, on peut montrer le lemme suivant.

Lemme (Notations ci-dessus). Il y a une correspondance entre opérations élémentaires et pro-
duit par les matrices précédentes.

4,J %,J

: (m) (m) (m) (n) (n) (n)
produit || D, (a) A T..7(\) A P A || AD; (o) AT (A) AP

opération || L; < o L; LZ'<—LZ'—|-)\LJ‘ Li<—>Lj Ci +— aC; Cj<—0j+>\C’i CZHC]

De plus, ces opérations préservent le rang ¢ (Pourquoi au fait %)

c) Applications
Les techniques précédentes jointes a 1’algorithme du pivot de Gauss permettent de démontrer
les résultats suivants (exercices).

Proposition. A Uaide d’opérations élémentaires sur les lignes (les équations) et de permutations
des colonnes (et des inconnues), on peut transformer tout systeme linéaire AX = B en un
systeme équivalent A’X' = B’ de la forme :

( ./ / / / / / / / _ /
ap @y e e Tt e at, = b
/ / / / / / _ /
T+, T +ar,r+lxr+l+ v Gy = br
_ /
0 - r+1
L 0o = U
ou X' = (2),...,2}) est une permutation de X = (x1,...,z,) et a}y #0,..., d'rr #0.

Ce systeme est facile a résoudre :
— si s > r et I'un des b; est non nul (i > r), il n’y a pas de solution;;
— sinon, pour chaque valeur de (2 ,..., ), on trouve successivement 7., ..., z}, c’est-a-
dire une solution unique du systeéme : ’ensemble des solutions est, comme on I’a vu au
début de cette partie, un espace affine de dimension n — r = dim Ker(A).

Pour référence ultérieure, mentionnons un derniére conséquence du pivot de Gauss.

Proposition. Soit A une matrice carrée n x n. Il existe des transvections T, ..., Ts, T}, ..., T
et une matrice diagonale D telles que

A=Ty---T.DT|---T.,.

T

DEMONSTRATION. Exercice... pas si facile a rédiger !



