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| Généralités
0) Motivations : on voit de la linéarité partout

» théorie abstraite pour les (des) sytémes linéaires :

ayxi+ -+ ainxn = by

amiX1 + -+ amnXn = bm

> géométrie



| Généralités
0) Motivations : on voit de la linéarité partout

» théorie abstraite pour les (des) sytémes linéaires :

ayxi+ -+ ainxn = by

amix1 + -+ amnXp = b
> géométrie

> lim wu,, lim f(x), /bf(t)dt, f'(x)...

n—--o00 X—>XQ

FTN

» linéariser !



Thales et la distributivité

A
B B’
C
Thales
5= CA AC AC
 BA AB AW

C/



Thales et la distributivité

Deux applications de Thaleés :




Thales et la distributivité




| Généralités
1) Rappel
On appelle corps un triplet (K, +, ) tel que :
(i) YO\, p,v) € K3, (A+p) +v =X+ (1 +v) (+ associative) ;
(i) 0 e K, VA€ K, A\+0=X=0+ A (zéro, unique);
(i) VAe K, IN e K, A+ XN =0= X+ X (opposé, unique —\);
(iv) V(A ) € K2, A+ p=p+ A (+ commutative) ;
)
)
D)
)

(v) YO\, v) €K3, (A-p) v =X (u-v) (- associatif) ;

(vi) 31 e K, VA€ K, A-1=X=1-\ (unité unique);

(vii) VAEK, 3N €K, A- XN =1= ) -\ (inverse, unique, \71);
(viii) YA\, 1) € K2, X = -\ (- commutatif) ;

A(p+p)y=Xp+ -4

ix) V(A p, 1) € K3,
(ix) V(A g, 1) {(u+u’)-k=u->\+u’-k

Exemples : Q, R, C, Z/27Z, R(X), C(X)...



Convention
Dans tout le chapitre, on choisit un corps quelconque K appelé
corps de base. Ses éléments sont appelés scalaires.



2) Espace vectoriel

a) Définition : espace vectoriel sur K (ou K-e.v.)

C'est un ensemble E de vecteurs muni de deux opérations
+: E x E — E (somme de deux vecteurs) et

-1 K x E — E (produit d'un scalaire par un vecteur),
contenant un élément 0 (vecteur nul)
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a) Définition : espace vectoriel sur K (ou K-e.v.)

C'est un ensemble E de vecteurs muni de deux opérations
+: E x E — E (somme de deux vecteurs) et
: K x E — E (produit d'un scalaire par un vecteur),

I -
contenant un élément 0 (vecteur nul)tels que
(i) Y(u,v,w) € E3 (u+ v) +w = u+ (v+ w) (+ associative

(i) Vue E, u+ T=u=10 +u (vecteur nul, unique
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2) Espace vectoriel

a) Définition : espace vectoriel sur K (ou K-e.v.)

C'est un ensemble E de vecteurs muni de deux opérations
+: E x E — E (somme de deux vecteurs) et
: K x E — E (produit d'un scalaire par un vecteur),

I -
contenant un élément 0 (vecteur nul)tels que
(i) Y(u,v,w) € E3 (u+ v) +w = u+ (v+ w) (+ associative

(i) Vue E, u+ T=u=10 +u (vecteur nul, unique

~— —r — ~—

)
(i) Vue E, 3u' € E, u+u =0= 1+ u (opposé, unique, —u);
)

(iv) Y(u,v) € E2, u+v=v+u (+ commutative

A(v+v)y=X-vH AV
A+XN)-u=X-u+XN-u
(vi) YL N) € K2 W € E, A- (V- v) = (ON) - v

(vii) VWwe E, 1-u=u.

(v) Y(\, \) € K2,¥(v, V) € E3, {



Un exemple de calcul

Proposition
Soit E un espace vectoriel sur K, soient u € E un vecteur et A € K
un scalaire. Alors :

)\u:a> <= (/\:00u u:ﬁ).



Un exemple de calcul

Proposition
Soit E un espace vectoriel sur K, soient u € E un vecteur et A € K
un scalaire. Alors :

)\u:a> <= (/\:00u u:ﬁ).

Démonstration o
<<<:>>S|/\—0anrsOu—l—Ou—(O—i—O)u—Oudoncoi> O_)
Slu—Oanrs/\O—i-)\O—/\(O—i—O)—/\O donc A0 = 0.

< = > Suppose \u = 0 . Si A =0, rien a dire. Sinon :

u=M"Nu=A1u) =210 =0.



b) Exemples de K-e.v.

0. E= {ﬁ} est un e.v. en posant : {



b) Exemples de K-e.v.

-
0 E—{ﬁ}estunev en posant : 0+0:=0
S VENPRAMEIANT =T (heK).

1. E =K : e.v. par définition de corps.
(+: KxK—-K, -1 KxK—=K)



b) Exemples de K-e.v.

-
0 E—{ﬁ}estunev en posant : 0+0:=0
S VENPRAMEIANT =T (heK).

1. E =K : e.v. par définition de corps.

2 E=R’etK=R:siAcR, u= <”1>,v: <V1> € R2,

u % Au
onpose:u+v:—(1+ 1>et)\u— !
us 4+ v Aup
AU
u+u
u




Exemples de K-e.v. (suite)

uy Vi
3. E=R3etK=R:siAeR u=[w]|,v=|wn]| eR}
u3 V3
up+wvp )\ul
onpose:u+v:i=|wm+w]|etAu:=1]An
uz + v3 Aus
u—+v
u

V2 us Uy + vo

=}

t
Vi

uy + vy



L'exemple fondamental de K-e.v.

4. SoitneN*, E=R"et K=R:
pour A € R, u = (uj)i<i<n, v = (Vi)1<i<n € R?, on pose :

u+v=(u+ Vi)1§i§n et Au= (/\Ui)lﬁiém



L'exemple fondamental de K-e.v.

4. SoitneN*, E=R"et K=R:
pour A € R, u = (uj)i<i<n, v = (Vi)1<i<n € R?, on pose :

u+v=(u+ Vi)1§i§n et Au= ()\Ui)ISiSn'

v

(u+v)+w= (u,-+v,-)+w,-)l. = (u,-+(v,-+w,-))l. =u+(v+w);
vecteur nul : 0 = (0); = (0,...,0);

7 . %
> opposé : soit —u = (—u;)j,ona:u+(—u)=(uy—u)i=0;
ut+v=(u+v)i=WVi+tu)i=v+u;

v

v



L'exemple fondamental de K-e.v.

4. SoitneN*, E=R"et K=R:
pour A € R, u = (uj)i<i<n, v = (Vi)1<i<n € R?, on pose :

u+v=(u+ Vi)1§i§n et Au= ()\Ui)lﬁién'

v

(u+v)+w= (u,-+v,-)+w,-)l. = (u,-+(v,-+w,-))l. =u+(v+w);
vecteur nul : 0 = (0); = (0,...,0);

opposé : soit —u = (—u;);, ona:u+(—u)=(u—u); = 6>;
utv=_(u+v)i=(vi+u)=v+u;

Av+v) = Avi+v)) = (MvitVv))), = (Avi+Av)) = Av+Av/;
A+ =((A+N)vi), = Avi+XNvi)i =Av+XNv;

ANV) = AV V)i = (AN v)i = (AN )v;

lv =v.

v

vV v vy vVVvVYYy

C'est bien un e.v. sur R.



L'exemple fondamental de K-e.v.

4. SoitneN*, E=R"et K=R:
pour A € R, u = (uj)i<i<n, v = (Vi)1<i<n € R?, on pose :

u+v=(u+ Vi)1§i§n et Au= ()\Ui)lﬁién'

v

(u+v)+w= (u,-+v,-)+w,-)l. = (u,-+(v,-+w,-))l. =u+(v+w);
vecteur nul : 0 = (0); = (0,...,0);

opposé : soit —u = (—u;);, ona:u+(—u)=(u—u); = 6>;
utv=_(u+v)i=(vi+u)=v+u;

Av+v) = Avi+v)) = (MvitVv))), = (Avi+Av)) = Av+Av/;
A+ =((A+N)vi), = Avi+XNvi)i =Av+XNv;

ANV) = AV V)i = (AN v)i = (AN )v;

lv =v.

v

vV v vy vVVvVYYy

C'est bien un e.v. sur R.

5. ldem avec K quelconque au lieu de R.



Plus d’exemples de K-e.v.

6. E=CetK=R:pourAeRetz,weC, on sait calculer
z+ w et Az (somme et produit de deux complexes) !
Les axiomes sont satisfaits (exercice).



Plus d’exemples de K-e.v.

6. E=CetK=R:pourAeRetz,weC, on sait calculer
z+ w et Az (somme et produit de deux complexes) !
Les axiomes sont satisfaits (exercice).

7. Polyndmes : E = K[X] sur K quelconque :
pour \ e Ket P=5¢_jaxk Q=3¢ ,bX' e K[X],

max(d,e)

d
P+Q:= Z (ak + b)) X k, AP ::Z)\akX"
k=0
(o ay =0sik>det by=0sil>e).



Plus d’exemples de K-e.v.

6. E=CetK=R:pourAeRetz,weC, on sait calculer
z+ w et Az (somme et produit de deux complexes) !
Les axiomes sont satisfaits (exercice).

7. Polyndmes : E = K[X] sur K quelconque :
pour \ e Ket P=5¢_jaxk Q=3¢ ,bX' e K[X],

max(d,e)

d
P+Q:= Z (ak + b)) X k, AP ::Z)\akX"

k=0
(o ay =0sik>det by=0sil>e).

8. Fractions rationnelles : E = K(X) sur K quelconque.



Encore plus d’exemples de K-e.v.

8. Fonctions : pour J ensemble quelconque, on note

E = K’ : I'ensemble des fonctions de J dans K.

Pour A\ e Ket f,g:J— K, on définit :

f+g: J — K et AM: J — K
x — f(x)+ g(x) x — Af(x).

(Autrement dit : (f 4+ g)(x) = f(x) + g(x) pour tout x.)



Encore plus d’exemples de K-e.v.

8. Fonctions : pour J ensemble quelconque, on note

E =K’ : I'ensemble des fonctions de J dans K.
Pour A\ e Ket f,g:J— K, on définit :
f+g: J — K et MM: J — K
x +— f(x)+g(x) x — A(x).
(Autrement dit : (f + g)(x) = f(x) + g(x) pour tout x.)

Cas particuliers déja rencontrés :
» J={1,...,n} : alors K/ = K";
> matrices 2 x 2 réelles : R? avec J = {1,2} x {1,2};

suites réelles : RN — ou complexes : CN;
fonctions d'un intervalle J dans R.

v

v



3) Sous-espaces vectoriels

a) Définition
Soit E un K-e.v. et F une partie de E. On dit que F est un
sous-espace vectoriel (sous-e.v.) de E si :

1. F n'est pas vide;

2. pour tout (u,v) € F2, u+v € F;

3. pourtout \ e KettoutveF, AveF.



3) Sous-espaces vectoriels

a) Définition
Soit E un K-e.v. et F une partie de E. On dit que F est un
sous-espace vectoriel (sous-e.v.) de E si :

1. F n'est pas vide;

2. pour tout (u,v) € F2, u+v € F;

3. pourtout \ e KettoutveF, AveF.

Lemme
Soient E un K-e.v. et F un sous-espace vectoriel (sous-e.v.) de E.

Alors 0 € F.



b) Exemples

1. Pour tout espace vectoriel E :

— .
» {0} est un sous-espace vectoriel de E ;
» E est un sous-espace vectoriel E.



b) Exemples

1. Pour tout espace vectoriel E :

— .
» {0} est un sous-espace vectoriel de E ;
» E est un sous-espace vectoriel E.

2. Soit E = R? : une droite D est-elle un sous-e.v. de E?

.. , . —
» Condition nécessaire : 0 € D.
» Cette condition est suffisante (exo).

3. Parabole : {(x,y) €ER? y= x2} est-elle un sev?
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1. Pour tout espace vectoriel E :

— .
» {0} est un sous-espace vectoriel de E ;
» E est un sous-espace vectoriel E.

2. Soit E = R? : une droite D est-elle un sous-e.v. de E?

.. , . —
» Condition nécessaire : 0 € D.
» Cette condition est suffisante (exo).

w

. Parabole : {(x,y) €ER? y= x2} est-elle un sev? Non'!

4. Réseau : Z? C R? est-il un sev?



b) Exemples

1. Pour tout espace vectoriel E :

— .
» {0} est un sous-espace vectoriel de E ;
» E est un sous-espace vectoriel E.

2. Soit E = R? : une droite D est-elle un sous-e.v. de E?

.. , . —
» Condition nécessaire : 0 € D.
» Cette condition est suffisante (exo).

3. Parabole : {(x,y) €ER? y= x2} est-elle un sev? Non'!
4. Réseau : Z? C R? est-il un sev? Non !

. - .
5. Exercice : les sous-e.v. de R? sont : { 0}, R? et les droites
—
contenant 0.



Exemples de sev (suite)

7. E=R[X], n€N, F=R,[X] = {P € R[X], deg(P) < n}.
deg(P + Q) < max(deg P, deg Q),
deg(AP) < deg(P).

C'est un sev :



Exemples de sev (suite)

7. E=R[X], n€N, F=R,[X] = {P € R[X], deg(P) < n}.
deg(P + Q) < max(deg P, deg Q),
deg(AP) < deg(P).

C'est un sev :

8. E=R"N, F = {(un)nen: (un) converge} : sev?



Exemples de sev (suite)

7. E=R[X], n€N, F=R,[X] = {P € R[X], deg(P) < n}.
deg(P + Q) < max(deg P, deg Q),
deg(AP) < deg(P).

C'est un sev :

8. E=R"N, F = {(un)nen: (un) converge} : sev?
Oui : si (up) et (v,) convergent et A € R, alors les suites
(un + vn) et (Aup) convergent.



Exemples de sev (suite)

7. E=R[X], n€N, F=R,[X] = {P € R[X], deg(P) < n}.
deg(P + Q) < max(deg P, deg Q),
deg(AP) < deg(P).

C'est un sev :

8. E=R"N, F = {(un)nen: (un) converge} : sev?
Oui : si (up) et (v,) convergent et A € R, alors les suites
(un + vn) et (Aup) convergent.
9. E =RR, F = {fctns continues}, G = {fctns dérivables}.
10. E =R H = {fonctions intégrables au sens de Riemann}...



c) < Test du sous-espace >

Proposition
Soit F une partie de E. Les conditions sont équivalentes :
1. F est un sous-e.v. de E;

2. F n'est pas vide et, pour tout (A, \') € K? et tout
(v,v')EF2, ona: v+ NV €F.



c) < Test du sous-espace >

Proposition
Soit F une partie de E. Les conditions sont équivalentes :
1. F est un sous-e.v. de E;

2. F n'est pas vide et, pour tout (A, \') € K? et tout
(v,v')EF2, ona: v+ NV €F.

Démonstration
< 1=2 > : Supposons F sous-e.v. de E; alors F n’est pas vide.



c) < Test du sous-espace >

Proposition
Soit F une partie de E. Les conditions sont équivalentes :
1. F est un sous-e.v. de E;

2. F n'est pas vide et, pour tout (A, \') € K? et tout
(v,v')EF2, ona: v+ NV €F.

Démonstration

< 1=2 > : Supposons F sous-e.v. de E; alors F n’est pas vide.
Soient (A, \') € K2 et (v, V') € F2. Alors Av et \'v/ appartiennent
a F; puis Av + \'v/ appartient a F.



c) < Test du sous-espace >

Proposition
Soit F une partie de E. Les conditions sont équivalentes :
1. F est un sous-e.v. de E;

2. F n'est pas vide et, pour tout (A, \') € K? et tout
(v,v')EF2, ona: v+ NV €F.

Démonstration

< 1=2 > : Supposons F sous-e.v. de E; alors F n’est pas vide.
Soient (A, \') € K2 et (v, V') € F2. Alors Av et \'v/ appartiennent
a F; puis Av + \'v/ appartient a F.

< 2=1> : Supposons F satisfait a 1. Alors F non vide.

Soit (v,v/) € F2,ona:v+Vv =1v+1vV € F.

Soitdeplus AeK,ona: Av=Av+0veEF.



4) Combinaisons linéaires et sous-espace engendré

a) Familles finies

Soit / un ensemble fini. Une famille de scalaires (indexée par /) est
une application A : | — K, i — \;. Notation typique : ()\;);e; € K.



4) Combinaisons linéaires et sous-espace engendré

a) Familles finies

Soit / un ensemble fini. Une famille de scalaires (indexée par /) est
une application A : | — K, i — \;. Notation typique : ()\;);e; € K.
Une famille de vecteurs (indexée par /) dans un e.v. E est une
application v : I — E, i ~— v;. Notation typique : (v;);c; € E'.

Exemple : si [ ={1,...,n} pour n € N*, une famille de vecteurs
est une n-liste : (v, va,..., Vp).



4) Combinaisons linéaires et sous-espace engendré

a) Familles finies

Soit / un ensemble fini. Une famille de scalaires (indexée par /) est
une application A : | — K, i — \;. Notation typique : ()\;);e; € K.
Une famille de vecteurs (indexée par /) dans un e.v. E est une
application v : I — E, i ~— v;. Notation typique : (v;);c; € E'.
Exemple : si I ={1,...,n} pour n € N*, une famille de vecteurs
est une n-liste : (v, va,..., Vp).

b) Combinaison linéaire

Soient / un ensemble fini, (\;);e; une famille de scalaires, (v;)ie/
une famille de vecteurs. On forme la combinaison linéaire (c.l.) :

ZA;V; €E (somme finie).
iel

Ex.:sil={1,...,n}, unecl est: Ajvi + dova + -+ + Apvp.



c) Sous-espace engendré

Définition
Soit v = (v;)je; une famille finie de vecteurs. L'ensemble des
combinaisons linéaires de (v;);es est :

Vect(v {Z)\ vi, (Ai)ier €K }

iel



c) Sous-espace engendré

Définition
Soit v = (v;)je; une famille finie de vecteurs. L'ensemble des
combinaisons linéaires de (v;);es est :

Vect(v {Z)\ vi, (Ai)ier €K }

iel

Proposition
Soit v = (v;);e; une famille finie de vecteurs de E. Alors Vect(v)
est un sous-espace vectoriel de E.

Démonstration : exercice.



c) Sous-espace engendré

Définition
Soit v = (v;)je; une famille finie de vecteurs. L'ensemble des
combinaisons linéaires de (v;);es est :

Vect(v {Z)\ Vi, (Ai)ier € K'}
iel
On appelle Vect(v) le sous-espace vectoriel engendré par v.

Proposition

Soit v = (v;);e; une famille finie de vecteurs de E. Alors Vect(v)
est un sous-espace vectoriel de E.

Démonstration : exercice.



1) Familles génératrices



2) Familles libres



3) Relations entre familles libres et génératrices



4) Bases
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