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Le point de vue de ce chapitre consiste a relier une géométrie plane supposée connue aux nombres
complexes (re)découverts dans un chapitre précédent. On pourrait en quelque sorte inverser le
point de vue et reconstruire completement la géométrie plane a partir de considérations purement
algébriques, mais ce n’est pas la démarche adoptée ici.

Points et vecteurs

Coordonnées dans un plan affine euclidien

a) Soit & un plan affine euclidien. C’est d’abord un ensemble dont on appelle points les
éléments, que I'on note A, B, etc. Iy a plus : quand on se donne un couple de points (A4, B) € &2,
on forme un vecteur ﬁ . Pour quatre points A, B, C, D, les vecteurs ﬁ et @ sont égaux si
et seulement si ABDC est un parallélogramme, c’est-a-dire que les segments [AC] et [BD] ont
le méme milieu (figure [1)).

FIGURE 1 — Vecteurs égaux
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Le vecteur AA ne dépend pas du point A, on le note 0 et on 'appelle vecteur nul. On a deux
opérations sur les vecteurs : la somme et le produit par un réel (figure . Le vecteur nul est
neutre pour l'addition et absorbant pour le produit par un réel.
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FIGURE 2 — Somme de deux vecteurs, produit d’un vecteur par un réel

S’agissant d’un plan euclidien, on a de plus une facon de mesurer les distances ou mieux, un
produit scalaire. Le produit scalaire de deux vecteurs u et v est un réel noté (u, v). Les propriétés
suivantes[] sont satisfaites pour des vecteurs u, u’, v et v’ et des réels A, X' quelconques :

(i) (u,u) = 0;

%
(i) (u,u) =0 si et seulement si u = 0 ;

1. Connues du lycée mais pas revues en amphi.



(ili) (u,v) = (v,u);
(iv) u+ N/, v) = XMu,v) + N (W', v);
(v) (u, Ao+ Nv') = Mu, v) + N {u,v') (cela résulte de (iii) et (iv).
Ce produit scalaire permet de définir la norme d’un vecteur w :
[ull = v/ {u, w)

et la distance AB entre deux points A et B :
AB = HE?H .

b) Bases, repéres et coordonnées
On fixe un repére Z = (O, ey, e2). Ici, O est un point de & et (e1,e2) est une baseE| de I'espace
des vecteurs. Cela signifie que pour tout vecteur u, il existe un unique couple (z,y) tel que

U = rejp + yea.
Par conséquent, pour tout point M de £, il existe un unique couple (x,y) € R? tel que
—
OM = xey + yes.

On dit que le couple (z,y), que je préfere noter (gy”), est le couple des coordonnées de u ou de M.
11 dépend du repere Z. Le lien entre coordonnées d’un vecteur et des points est le suivant : si
A a pour coordonnées (£4), B a pour coordonnées (£4), alors AB a pour coordonnées (Y2-74).
) YA YA YB—YA
Cela provient du calcul :

.
AB =-0A+0B = —(zae1 +yae2) + (xper + ype2) = (xp — xa)e1 + (Y — ya)ea.
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FI1GURE 3 — Repere et repere orthonormé

c¢) Repéres orthonormés
En fait, comme on a un produit scalaire sur les vecteurs, on peut montrer qu’il existe des reperes
orthonormé, c’est-a-dire des reperes (O, eq, e2) tels que :

(e1,e2) =0 et (e1,e1) =1= (e2,e2).

On fize désormais un repere orthonormé % = (O, ey, e2) du plan.
Soient u et u' des vecteurs de coordonnées (z) et (zi) On calcule le produit scalaire :

(u,u') = (wey +yea, ¥'er +y'e2) = xa'(er, e1) + ay'(e1, e2) +ya'(ea, e1) + yy' (e, e2) = ' +yy'.

2. La notion sera précisée dans le chapitre suivant et au S2.
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Affixes

Rappelons une derniere fois que 1'on a choisi un repere orthonormé #Z = (O, ey, e2) du plan affine
euclidien &. Etant donné un point M de & (resp. un vecteur u) ayant pour coordonnées (z),
on appelle affize de M (resp. de u) le nombre complexe

z =+ yi.
Lemme. (i) Soient u et u' deux vecteurs ayant pour affizes respectifslﬂ z et 2. Alors :
(u,u') = Re(z7/).

(ii) Soient A et B des points d’affizes respectifs z et zg. Alors, la distance entre ces deuz points
est :
AB = |z4 — zB|.

Démonstration. (i) Notons z =z + yi et 2/ = 2/ + ¢/i avec z,y, 7',y € R. On a :
Re(zz') = Re((x + yi)a’ — /i) = Re(za’ + yy' + (ya’ — ay')i) = za’ + yy'.

(ii) En prenant u = u' = Ag, vecteur qui a pour affixe zp — 24, on a :

AB = HBH a \/Re((zB — 2a)25 — 24) = \/ |28 — 2a|” = |28 — 24l.

Angles

La définition n’est motivée que si on sait ou si on croit qu’il existe une notion d’angles, que ’on
peut ajouter ou retrancher des angles, etc.

Définition. Soient u et u’ deux vecteurs non nuls d’affixes respectifs z et z’. On appelle mesure
de langle défini par (u,u’) et on note (u,u’), ou plus simplement (u,u’), tout argument du

/
nombre complexe non nul Z-.

u'(2)
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FIGURE 4 — Définition des angles et argument

Esquisse de justification (figure . Soit @ un argument de z = 7. C’est, par définition, une
mesure de Pangle (e, u); idem pour o/, un argument de z’, qui est aussi une mesure de (e, u’).
Mais alors, si on < croit » a ’addition des angles, on doit avoir :
/ /
z z z
(u,u') = —(e1,u) + (e, ) = —argy +argT = arg— [27].

C’est donc bien naturel. Lorsque u = zﬁ et v = (ﬁ, on obtient ’expression suivante, a retenir.

3. En effet, contre toute attente, affize est un mot masculin.


http://www.cnrtl.fr/lexicographie/affixe
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Proposition. Soient A, B, C, D quatre points d’affizes respectifs z4, etc. On suppose que
A # B et que C # D. Alors une mesure de l’angle (1@, C"ﬁ) est :

(1@,6"13) = arg% [27].
Alignement et cocyclicité
a) Rapport et alignement
NOTATION. Soient a, b, ¢ trois complexes tels que a # c¢. On introduit le rapport
c—b

c—a’

[CL, b; C] =

Lemme. Soient A, B, C trois points, avec A # B, d’affizes respectifs za, zp, zc. Alors A, B
et C' sont alignés si et seulement si leur rapport [za, zp; zc| est réel.

Démonstration. On a les équivalences suivantes :

A, B et C sont alignés <= dk € R, C@ = kCﬁ
< JkeR, zp— 20 =k(za — 20)

20 — &R
— JkeR, k=Y""B
ZC T ZA
0 — R
ueR_
20— ZA

O]

Remarque. De la une équation complexe de la droite (AB) : pour M d’affixe z distinct de A,

M € (AB) — FTAB _ZTEB < (2p—24)2z— (2B —24)Z = 2BZA — ZAZB.
Z—2ZA Z—2Za

En général, une équation de la forme mz +m z = iav avec m € C et o € R est celle d'une droite.
b) Birapport et cocyclicité

NOTATION. Etant donné quatre complexes distincts a, b, ¢, d, on forme leur birapport

_labd _e-b d=b_(c=b)(d—a)
[a,b,¢,d] = [a,b;d] c—a d—a (c—a)(d—0b)

(C’est donc un rapport de rapports.)

Proposition (Critere de cocyclicité). Soient A, B, C, D quatre points distincts d’affizes za,
zB, 2¢, 2p- Alors A, B, C, D sont cocycliques ou alignés si et seulement si [za, 2B, 2c, 2p] € R.

Démonstration. Supposons que les points soient alignés. Alors les rapports [z4,zp;zc] et
(24, zB; zp] sont réels donc leur quotient [z4, 2B, 2, zp] aussi.

Supposons que les points soient sur un cercle de centre € (d’affixe w) et de rayon r. Alors QA = r,
d’otl |24 —w| = r et il existe a € R tel que 24 —w = re'®. De méme, il existe 3,7,5 € R tels que
zp = w+ reiﬁ, 2o=w+re et zp =w+ re®®. Alors en < factorisant Parc moitié >, il vient :

. . . . N B v B . L a

[ | 2o — 2 re —relB e/2¢iB/2 giz—iy _ emigtiy  (iB/2 9isin %
ZA, 2B 2C| = = — — = — - X —=— ——a — X V="
T zo—za Tl —rele e/2eiaf2 T gig—ig _gig—iy ela/2 7 24sin 152
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On trouve ainsi :

(2. 25, 20 2] = [z4,2B52¢] eih/2 y sin —755 y ele/2 y sin —550‘ _ sin —’Y;B sin —550‘ -
) ) ) - - . — P . — - . — . — :
|za,2B;2D)  €%/2 " gin 5= eB/2 7 gin ‘;Tﬁ sin 152 sin 675
La réciproque sera admise. ]
proq

Vous connaissez sans doute ce théoréme sous la forme suivante.

Corollaire. (Méme situation.) Les points A, B, C, D sont cocycliques ou alignés si et seulement

s (CA,CB) = (DA, DB) [r].

i — e —
Démonstration. En effet, on a : arg[za, 25, 2¢, 2p] = (CA, C@) — (DA, ﬁ) [27] et les réels sont
les complexes dont ’argument est 0 ou m modulo 27, c’est-a-dire nuls modulo 7. ]

C’est un exercice instructif de démontrer le théoreme de ’angle inscrit.

Proposition. Soient A et B, C trois points distincts sur un cercle de centre Q). Alors

(Q4.0B) = 2(CA.CB) [2r].

Transformations géométriques
Rappelons une post-ultime fois que le plan & est rapporté a un repere orthonormé (O, ey, e2).

Position du probleme

On va considérer un certain nombre de transformations du plan, c’est-a-dire de bijections de &
dans &2. Si F est une de ces transformations, on lui associe une bijection f : C — C de la facon
suivante : pour z € C, on considere le point M d’affixe z et on définit f(z) comme Daffixe de
I'image M’ de M par F.

En termes plus sophistiqués, si on note A : & — C la bijection qui & un point M de &2, associe
son affixe z = A(M), la correspondance entre F et f est (vérifier!) : f = Ao FoA™! ou, ce qui
revient au méme : F' = A~ o f o A. Il revient au méme de se donner F ou f.

Dans cette situation, on dira que < f est ’écriture complexe de F' > ou que < F est la transfor-
mation géométrique correspondant a f >.

Translations
a) Définition
Définition. Soit v un vecteur. On appelle translation de vecteur u et on note (ici, entre nous)
T, Dapplication de &2 dans &2 définie ainsi. L’image d’un point M est I'unique point M’ tel que
!/
MM" = u.
Le lemme suivant est facile et utile mais il n’a pas été vu en amphi.

. " . -
Lemme. (i) L’dentité est la translation de vecteur 0 .
(ii) La composée de deux translations de vecteurs u et u' est la translation de vecteur u + u'.
(iii) Si u est un vecteur quelconque, T, est bijective et la bijection réciproque est : T, ' = T_,.

Démonstration. (i) Siu = ﬁ, on a, pour M € & et M' = T4 (M) : MM = ﬁ, i.e. M = M.

(i) Pour M quelconque, M’ = T,(M) et M" = T,y (M’), ona: MM" = MM +M'M" = u+/.
iii) En prenant v’ = —u, on voit que T, 0T, = T» = Id» et, de méme : T_, 0 T, = Idp. [
0
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FI1GURE 5 — Effet d’une translation de vecteur «

b) Ecriture complexe

Lemme. Soit u un vecteur, soit w son affize et soit T, la translation de vecteur u. Alors, si M
est un point de & d’affize z et si 2 est laffize de son image M' =T, (M), on a :

2 =z +w.
Autrement dit, écriture complexe de T, est t, : z+> z + w.
, , . 7 . , .
Démonstration. Avec ces notations, on a : MM’ = u, ce qui donne : 2’ — z = w. Terminé. [

Homothéties
a) Définition
Définition. Soit 2 un point et £ un réel non nul. On appelle homothétie de centre €2 et de

rapport k et on note (ici, entre nous) Hq 'application de &7 dans &7 définie ainsi. L'image
d’un point M est 'unique point M’ tel que

—
QM — kQM.

M/
—
QM’
M
aM
Q/ Q
€2 © €2
O e O e

FIGURE 6 — Effet d’'une homothétie de centre ) et de rapport 2

Remarque. Si k # 1, 'homothétie Hg ; admet un unique point fixe : Q. En effet, M est fixe SSI
— — — — —
M’ = M SSI QM' = QM SSI kQM = QM SSI (1 — k)M = 0 SSIQM = O (car 1 — k # 1).
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Le lemme suivant est facile et utile mais il n’a pas été vu en amphi.

Lemme. (i) Pour tout point ), l'identité est ’homothétie de centre Q et de rapport 1.

(ii) La composée de deur homothéties de méme centre Q) et de rapports k et k' est ’homothétie
de centre Q ayant pour rapport le produit des rapports kk'.

(iii) Une homothétie de centre 0 et de rapport k est bijective et la bijection réciproque est
I’homothétie de centre Q2 et de rapport 1/k.

Démonstration. (i) Si k=1, ona: QM = QM donc M’ = Hq, (M) = M pour tout M.
(ii) Si M’ = Hq (M) et M" = Hq j(M’), alors on a : QM" = K'QM' = K'kQM.

(iii) Cela résulte de (i) et (ii) en prenant &' = 1/k. O
b) Ecriture complexe

Lemme. Soient ) un point, w son affize, k un réel non nul et soit Hq ), I’homothétie de centre
Q et de rapport k. Alors, si M est un point de &2 d’affize z et si 2’ est laffize de son image
M' =Hqi(M), ona :

Z=k(z—w)+w=kz+(1—k)w.

Autrement dit, l’écriture compleze de Hq, est hoy : 2z — kz+ (1 — k)w.
Démonstration. Avec ces notations, on a : QM’ = kEQM, d’ou : 2/ —w = k(2 —w). Terminé. [

Ezercice. Soient k un réel, b un complexe et soit f l'application de C dans C définie par :
f(2) = kz + b pour tout z € C.

Si k = 1, alors f est I'écriture complexe de la translation de vecteur ayant pour affixe b. Si
k # 1, alors f a un unique point fixe w = b/(1 — k) et c’est écriture complexe de ’homothétie
de centre 2, le point d’affixe w, et de rapport k.

FEzercice (pas vu en amphi). Soient H et H' deux homothéties de rapports k et k' et de centres
quelconques. Montrer que la composée H o H' est une translation si kk’ = 1 et que c’est une
homothétie si kk’ # 1. (Utiliser l’exercice précédent.)

Rotations

a) Définition

Définition. Soit 2 un point et # un réel. On appelle rotation de centre € et d’angle 6 et on
note (ici, entre nous) Rq g 'application de &2 dans & définie ainsi. L'image d’un point M est
I'unique point M’ tel que
QM' = QM
—y —
(QM,QM") =60 [27] si M # Q.

Est-ce bien défini ? Existe-t-il toujours un tel point M’ ? Est-il bien unique ? Pour le montrer, le
plus simple est de passer en complexes! Il n’y a pas de probléme si M = €, alors I'image est (2
(QM’ =0 donne M'" = Q).
Soit M un point distinct de €2, on note z son affixe et w celui de Q. Soit encore M’ un autre
point, différent de Q, d’affixe 2’. Vu que 2z # w, on a :

/
OM' =OM +— |2/ —w|=|z—w| = S

-1



D’autre part, on traduit la condition portant sur les angles en termes d’arguments :

sy — I _
(QM, QM) =0 [27] argz Y9 [27].
zZ—w
Autrement dit, on connait le module et I’argument de ZZ,;:’ :
Z—w
z—w

ce qui est équivalent & :
=€z —w)+w.

Cela prouve que la définition est bien formée et nous donne I’écriture complexe d’une rotation.

o e o e

FIGURE 7 — Effet d’une rotation de centre €2 et d’angle /4

Lemme. Soient ) un point, w son affize, 6 un réel et R g la rotation de centre €1 et d’angle 0.
Alors, si M est un point de & d’affize z et si 2’ est Uaffize de son image Rog(M), on a :

2 =e?(z-w)+w.
Autrement dit, Uécriture compleze de Ry est rqg: z — e (z —w) +w.
Le lemme suivant est facile et utile mais il n’a pas été vu en amphi.

Lemme. (i) Pour tout point ), l'identité est la rotation de centre Q2 et d’angle nul.

(i1) La composée de deur rotations de méme centre QL et d’angles 0 et 6 est la rotation de centre
Q ayant pour angle la somme des angles 6 + 6.

(iii) Une rotation de centre Q0 et d’angle 0 est bijective et la bijection réciproque est la rotation
de centre Q) et d’angle —0.

Démonstration. (i) Si @ =0, ona: rgg(z) =e"(z —w) +w = z.

(il) Si 2/ = r9p(2) = (2 —w) +w et 2" = rgp(2) = ¥ (¥ — w) + w, alors on a : 2" =
e (2 —w) +w=e? (2 —w)) +w = ) (2 —w) + w.

(iii) Cela résulte de (i) et (ii) en prenant 8’ = —6 [27]. O

Ezercice (pas vu en amphi). Soient a un complexe de module 1, b un complexe et soit f appli-
cation de C dans C définie par : f(z) = az + b pour tout z € C.

Sia =1, alors f est 'écriture complexe de la translation de vecteur ayant pour affixe b. Si a # 1,
alors f a un unique point fixe w = b/(1 — a) et c’est I’écriture complexe de la rotation de centre
Q ayant pour affixe w et d’angle arg(a).
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Similitudes directes
a) Définition
Définition. Soient €2 un point, & un réel strictement positifﬁ et 0 un réel. On appelle similitude

directe de centre 2, de rapport k et d’angle 6 et on note (ici, entre nous) Sq i ¢ 'application de
Z dans &2 définie ainsi. L’image d’un point M est 'unique point M’ tel que

QM' = k- QM
— —
(QM,QM") =0 [2n] si M # Q.

Est-ce bien défini? Y a-t-il toujours un unique point M’? Il n’y a pas de probleme si M = €,
alors I'image est Q (M’ =0 donne M’ = Q).

Soit M # €, soit z son affixe et w celui de Q. Soit M’ # Q un point quelconque d’affixe z’. Vu
que z Zwet k>0,on a:

2 —w

OM' =k - QM <— |2 —w|=k|z —w| <

-

zZ—w
D’autre part, on traduit la condition portant sur les angles en termes d’arguments :

___>—) Z/_

(QM,QM") =0 [27] < arg Y9 [27].
zZ—w
Autrement dit, on connait le module et 'argument de % :
2 —w _ kot
z—w ’

ce qui est équivalent & :

Cela prouve que la définition est bien formée et nous donne ’écriture complexe d’une similitude.

Lemme. Soient Q un point, w son affive, k un réel strictement positif, 6 un réel et soit Sq ¢ la
similitude directe de centre ), de rapport k et d’angle 0. Alors, si M est un point de & d’affize
z et si 2 est Uaffize de son image M' = Sq9(M), on a :

2= ke (z — w) +w.
Autrement dit, I’écriture complexe de Sq g est s : 2 +— keie(z —w) +w.

Ezercice. Vérifier que :
— sik=1et 0 =0, Sqpe est I'identité;
— si 0 =0 [27], Sore=Hqorisi0=m [27], Soke=Hao _1;
— sik=1, Sqre = Ray;
— enfin, que Sq 9 = Rogo Hoi = Hqj o Rog, ce qui est suggéré par les pingouins semi-
transparents de la figure

4. Noter la différence avec le cas des homothéties! Ici, on n’autorise pas k < 0.
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FIGURE 8 — Effet d’une similitude de centre €2, de rapport 2 et d’angle 7/4

b) Similitudes directes et applications affines complexes
Toutes les transformation que 'on a vues jusqu’a présent ont une écriture complexe de la forme
z — az + b, c’est-a~dire une < applications affines complexes > :
— c’est une translation SSI a = 1,;
— c’est une homothétie SSla =k € R, a # 1;
— c’est une rotation SSI @ = ¢’ a pour module 1;
— pour une similitude directe, a = ke® et b = w — ke'w.
On va terminer la classification.

Proposition. Soit (a,b) € C* x C et soit f: C — C, z+— az +b. De deuz choses l'une :
(a) sia =1, alors f est l’écriture complexe de la translation de vecteur d’affize b ;
(b) sia # 1, alors f a un unique point fite w =b/(1 —a) et f est la similitude directe de centre

Q ayant pour affize w, de rapport k = |a| et d’angle n’importe quel § = arga [27].

Démonstration. On a déja traité et retraité le cas a = 1. Supposons a # 1. Soit z un complexe.
Alors, comme 1 —a #0 :
b

1—a

f(z)=2z <= z=az+b <<= (1—a)z=b <= z=
Notons w = b/(1 — a). Soit z € C et 2’ = f(z). Ecrivons alors cote & céte :

!/
= b
{Z ozt d'ott 2 —w=a(z —w).

w=aw-+b

En termes géométriques, si (2 est le point d’affixe w et si z # w, on a en séparant module et

s
argument : QM' = |a| - QM et (QM’,W) =0 [27]. O

5. C’est une idée importante, la linéarité, qui nous occupera au S2.

10



c) Invariants par une similitude directe [pas vu en amphi]
Proposition. Soit S une similitude directe du plan. Alors, pour tous points A, B, C, D du
plans tels que A # B et C # D, on a, en notant A’ = S(A), etc. :
(i) dilatation des distances : il existe k > 0 indépendant de A et B tel que AB' =k - AB;
o _cp.
. A'B"  AB’
(iii) préservation des angles orientés : (A'B',C'D") = (A'B',C'D") [2x].

(ii) préservation des rapports de distances :

Démonstration. Soit s I’écriture complexe de S. Par la proposition précédente, il existe (a,b) €
C* x C tel que pour tout z € C, on a : s(z) = az + b. Alors, en notant z4 affixe de A, etc., il
vient :

lzpr — zar| = |azp + b — (aza + b)| = |a| |z — 2al,

d’ou la propriété (i) avec k = |a|. D’autre part, on calcule :

zpr —zor  azp +b—(azc +b)  zp —zc

zpr — 240 azp+b—(aza+b)  zp—za

En prenant le module, on obtient (ii); en prenant ’argument, il nous sort (iii). O
La < réciproque > est plus difficile et sera admise.
Théoréme. Soit S une bijection du plan dans lui-méme qui préserve l'alignement et les angles
orientés, c¢’est-a-dire :

(i) st A, B, C sont alignés, alors S(A), S(B) et S(C) sont alignés;

(ii) si A, B, C, D sont quatre points tels que A # B et C # D et si A', B, C', D’ sont leurs

images, alors (A’B’,C"D’) = (A’B’, C’D’) [27].

Alors S est une similitude directe : il existe (a,b) € C* x C tel que s, l’écriture compleze de S,
s01t :

Vz e C, s(z) =az+b.

Théoreme. Soit S une bijection du plan dans lui-méme qui préserve les rapports de distance :
il existe un réel k > 0 tel que pour tous points distincts A, B d’images respectives A', B', on a :
A'B' =k AB.
Alors S est une similitude : il eziste (a,b) € C* x C tel que s, l’écriture complexe de S soit de
l'une des deux formes suivantes :

— soitVz € C, s(z) =az+Db,

— soitVz € C, s(z) =azZ+b.
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