Université Claude Bernard - Lyon 1 Semestre d’automne 2023-2024
Algebre 3 Durée : 2 heures

Examen final du 9 janvier 2024

Aucun document et aucune calculatrice ne sont autorisés durant l’épreuve. L’usage des téléphones est prohibé. La
justification des réponses et un soin particulier de la présentation seront demandés et pris en compte lors de la
notation.Les 4 exercices sont indépendants et peuvent étre traités dans n’importe quel ordre. Le baréme sera sur

environ 26 points pour accorder 6 points Bonus.

Exercice 1. Soit n > 2. On considere la matrice de M,,(R) suivante :

0 1 ... 1
A= |1

: . .1

1 ... 1 0

1. Déterminer le rang de A,, + I,, et en déduire le spectre (réel) de A,.
Montrer que la matrice A,, est diagonalisable dans M,, (R).
Déterminer le polynéme minimal de A,,.

Exprimer AP pour tout p € N en fonction de A,, et de I,,.

En déduire, pour ¢t € R, une expression de e!4» en fonction de A,, et I,,.

A o

On s’intéresse au systeme différentiel
x x
(S):Vt e R, y(t) ==
z x

d’inconnues x,y, z : R — R dérivables.
(a) Soient z,y,z : R — R dérivables. Montrer que z,y et z sont solutions de (5) si, et seulement si, X
est solution de (S") : Vt € R, X'(t) = BX(t), ou X et B sont & préciser.
(b) En remarquant que B s’écrit en fonction de Az, déterminer ’ensemble des solutions z,y et z de (.5)

satisfaisant les conditions x(0) = 0, y(0) = 1 et z(0) = 0.

Exercice 2. Soient E un R-espace vectoriel de dimension 3 et f un endomorphisme non nul de E vérifiant
PP 2+ f=0r0m).

1. Montrer que le spectre de f est inclus dans un singleton.

2. Montrer que f possede au moins une valeur propre, en déduire le spectre de f.

3. Déterminer le polynéme minimal de f. L’endomorphisme f est-il diagonalisable ? trigonalisable ?

4. Montrer que E = Ker(f) @ Ker(f? + f + Idg).

5. On note H = Ker(f2 + f + Idg). Montrer que H est stable par f et en déduire que dim(H) # 1.

6. Déterminer la dimension de H.

7. Soit b € H non nul. Montrer que (b, f(b)) est une base de H.
0 0 O

8. Déduire des questions précédentes I'existence d’une base de F dans laquelle la matricede fest [0 0 —1
0 1 -1



Exercice 3. Soit b € R. On consideére la matrice de M3(R) suivante :

-1-b —-1+b 1-2b
A= b —-2-b 1+2b
b =b —-1+2b

1. Montrer que le polynéme caractéristique de A est de la forme y4 = (X + 2)(X + a)? ot @ € R est a
déterminer.
2. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur b pour que la matrice A soit diagonalisable dans M3 (R).

3. Dans toute la suite de ’exercice, on supposera désormais que b = 1. Justifier que A est trigonalisable
dans M3(R) et trigonaliser A sous la forme d’une matrice diagonale par blocs, en précisant la matrice de

passage P et le lien entre A et la matrice triangulaire T' obtenue.
4. Pour n € N, en déduire une expression de A™ en fonction de n, P et P~ 1.
5. Résoudre le systeme

Tnt1 = —2x, — 2p
(S): VneN Ynil = Tn — 3Yn + 32n
Zn+1 = Tn — Yn + zn

d’inconnues (Zn)neN, (Un)nen €t (2n)nen trois suites réelles.

Exercice 4. Soit n € N*. Soit A= (ai7j)1§i,j§n S Mn((C) On note B = ((—l)iﬂai,j)lS@an S Mn((C) A laide

de la définition du déterminant utilisant les permutations, exprimer le déterminant de B en fonction de celui de A.



Correction de I’examen final (session 1) d’algebre 3 de 2023-2024

Correction de 1’exercice 1

1. La matrice A, + I, est la matrice carrée de taille n dont tous les coefficients sont égaux & 1, donc rang(A,, +
I,) = 1 (toutes les colonnes sont égales & la premiere qui n’est pas nulle). Par le théoréme du rang, on en
déduit que dim Ker(A4,, + I,) =n — 1 # 0, ce qui démontre que —1 est valeur propre de A,,, de multiplicité
algébrique supérieure ou égale a dim(Ker(A4,, + I,,)) = n — 1. Par conséquent, le polynéme caractéristique
de A, est divisible par (X + 1)"~!. Comme il est de plus unitaire et de degré n, on en déduit qu’il existe
A€ Rtel que xa, = (X +1)""1(X — ). Ainsi, ya, est scindé sur R, donc la somme des valeurs propres de

A,, comptées avec multiplicités algébriques est égale a la trace de A,, ce qui entraine
m=1)(-1)+A=Tr(A,)=0 dou A=n-1.

Ceci démontre que le spectre de A, est {—1;n — 1}.

2. On vient de voir que Sp(A,) = {—1;n — 1} avec n — 1 de multiplicité algébrique égale & 1. Comme 1 <
dim Ker(A4, — (n — 1)I,) <1, il vient dim Ker(A, — (n — 1)I,,) = 1, donc

Z dimKer(A,, — pl,,) = dimKer(4,, + I,) + dimKer(A4,, — (n —1)I,) =n—14+1=n=dim M, ;(R)

HESP(An)
ce qui permet de conclure que A,, est diagonalisable dans M., (R).

3. La matrice A,, est diagonalisable dans M, (R) donc son polynéme minimal 74, est scindé & racines
simples sur R. De plus, celui-ci est unitaire et possede exactement les mémes racines que x4, , dou

T4, = (X + DX = (n—1)).

n?

4. Soit p € N. On effectue la division euclidienne de X? par 74, : il existe (Qp, R,) € R[X]? tels que
() XP=ma, xQp+R, avec det(R,)<deg(ma,)=2.

Ainsi, il existe a,, 8, € R vérifiant R, = o, + 5, X. En évaluant () respectivement en —1 et n — 1 qui sont

les racines de 74, , on obtient :

(-1) =a,—fp ﬂp:(*)
{(n—l) Pe=ay+(m—1)8, {nﬂp (n—1)P — (~1)?

(n=1)P + (n = 1)(=1)")
Bp = ((n—1)" = (=1)7)

en ayant effectué Lo < Lo — L

Qp =
=

'—‘:\'—‘

En évaluant (*) en A, on trouve finalement, puisque w4, est annulateur de A,

Al = 0p, ) + Ry(A)

(=1 (= D) Tt (= 1P (1)) A,

(= 1P+ An) + (C1P (0= DI~ A,)

5. Soit t € R, par définition de I’exponentielle d’'une matrice,

tA,

+o00 tAnp
e 3R




6. (a) Posons X : R — M3 1(R) 'application définie par :

VteR, X(t) = [y

Comme z,y et z sont dérivables sur R, il en est de méme de X et sa dérivée s’obtient en dérivant

composante par composante. Ainsi,

o(t) + y(t) + z(t)
z,y et z sont solutions de (S) <= WVteR, X'(t)=[z(t)+y(t)+ 2(t)
z(t) +y(t) + 2()

1 1 1
— VteR, X’(t):BX(t)oﬁB:(l 11
1 1

(b) Par le cours sur les systémes différentiels, on obtient ainsi
z,y et z sont solutions de (S) <= Vte R, X(t)=eBX(0).
Or B=1I3+ Az et I3A3 = A3 = A3l3, d’ou
e!B = etlsetis — gt [et4s — é (e3t(13 + As) + (213 — Ag))

Finalement, x,y et z sont solutions de () avec les conditions initiales z(0) =0, y(0) = 1 et 2(0) =0

si, et seulement si,

0
1
vt € R, X(t):§(e3t(13+A3)+(213—A3)) 1
0
L[ et —1 x 0
— VteR, X(t):§ x e 42 % 1

et —1 «x 0

— VteR, y(t) = = (3" +2)

Correction de ’exercice 2

1. Par l'identité vérifiée par f, le polynome P = X3 + X2 + X = X(X? + X + 1) est annulateur de f.
Ainsi, le spectre de f, nécessairement réel car f est un endomorphisme d’un R-espace vectoriel, est inclus
dans I'ensemble des racines (réelles) de P. Comme le discriminant du polynome X2 + X + 1 vaut —3 < 0,

X2+ X + 1 ne possede aucune racine réelle, donc P admet pour unique racine 0. Ainsi, Sp(f) C {0}.

2. Les valeurs propres de f sont exactement les racines réelles du polynome caractéristique x ¢ de f. Comme f

est un endomorphisme du R-espace vectoriel E avec dim(E) = 3, xs est un polynéme unitaire réel de degré

3. Il admet donc nécessairement une racine réelle. En effet, sa fonction polynémiale associée est continue

sur R et vérifie lim xs(z) = —oo <0et lim xy¢(z) =+oo > 0. Le théoreme des valeurs intermédiaires
T——00 r—+00

justifie donc D'existence de A € R tel que xs(A) = 0. Ainsi, f admet au moins une valeur propre, donc

Sp(f) # 0, ce qui entraine par la question précédente Sp(f) = {0}.



3. Le polynome minimal de f, noté ¢, divise tout polynome annulateur de f, donc il divise P. De plus, il
est unitaire et I’ensemble de ses racines correspond au spectre de f. Puisque P est décomposé en facteurs
irréductibles dans R[X], on en déduit que 7y = X ou X(X?+ X +1) = P. Or f # Og(g) donc X n’est pas
annulateur de f. Ainsi, on obtient 7y # X d’oll 7y = P. Le polyndéme minimal de f n’est pas scindé sur R,

donc f n’est ni diagonalisable ni trigonalisable.

4. Puisque les polynémes X et X%+ X + 1 sont premiers entre eux, le lemme des noyaux entraine Ker(7s(f)) =
Ker(f) @ Ker(f* + f + Idg). De plus, m¢(f) = 0z(p), d'ont Ker(m(f)) = Ker(0z(g)) = E, ce qui donne
I’égalité demandée.

5. On peut utiliser le cours et expliquer que puisque f commute avec f2 + f + Idg, H = Ker(f? + f + Idg)

est stable par f, ou le démontrer directement : soit x € H, alors

(f*+ f+1dp)(f(2) = (f* + f2 + [)(@) = £ ((f* + f +1dE)(2)) = f(0p) = 0

donc f(xz) € H. Ainsi, f(H) C H ce qui démontre que H est stable par f.

Supposons par labsurde que dim(H) = 1, alors il existe a € E\{Og} tel que H = Vect(a). Comme H est
stable par f, f(a) € H donc il existe X € R tel que f(a) = Aa. Puisque a # O, ceci entraine que A € Sp(f)
et ainsi A = 0 d’on a € Ker(f), ce qui est contradictoire puisque H N Ker(f) = {0g}. On a donc bien
dim(H) # 1.

6. Puisque H est un sous-espace vectoriel de E, dim(H) < 3. On ne peut pas avoirdim(H) = 0, sinon par
I'égalité £ = Ker(f) © H, on aurait Ker(f) = E ce qui contredirait f # Oz g). De méme, on ne peut pas
avoir dim(H ) = 3, sinon Ker(f) = {0g} ce qui contredit le fait que 0 soit valeur propre de f. Par conséquent,
la seule possibilité est dim(H) = 2.

7. Remarquons qu’un tel b existe bien puisque dim(H) = 2. Tout d’abord, puisque H est stable par f, la famille
(b, (b)) est une famille d’éléments de H. Comme son cardinal vaut 2 = dim(H), il suffit de montrer qu’elle
est libre pour prouver qu’il s’agit d’une base de H. Si la famille était liée, comme b # Op, il existerait u € R
tel que f(b) = pb. Le caractére non nul de b impliquerait alors que pu € Sp(f) = {0} d’ou b € Ker(f) ce qui
contredirait le fait que Ker(f) et H sont en somme directe. Ainsi, (b, f(b)) est une base de H.

8. Comme dim(F) = dim(Ker(f)) + dim(H ), on sait que Ker(f) est de dimension 1. Soit a € Ker(f), a # 0,
alors (a) est une base de Ker(f). La famille B = (a, b, f(b)) est une base de E, adaptée a la décomposition
E = Ker(f)@® H, car obtenue par concaténation d’une base de Ker(f) avec une base de H. Par construction,

f(a) =0g, f(b) = f(b) et f2(b) = —f(b) —bcar (f?>+ f+1dg)(b) = 0. Ainsi, la matrice de f dans la base

B est
0 0 O
0 0 -1
0o 1 -1

Correction de 1’exercice 3

1. En effectuant successivement les opérations C; < Cy + Cy puis Ls < Ly — Ly, le polynéme caractéristique

de A vaut
X+1+5b 1-0 —14+2b X +2 1-0 —14+2b X +2 1-0 —14+2b
XA = —b X+24+b —-1-2b |=|X+2 X+2+b -1-20 |=| O X+1+2b —4b
—b b X+1-2b 0 b X+1-2b 0 b X+1-2b
Il vient alors en développant par rapport a la premiere colonne
X+14+2b —4b
xa=(X+2) b X_H_Qb:(X+2)((X+1+2b)(X+1—2b)+4b2):(X+2)(X+1)2.



2. Le polynome caractéristique de A est scindé sur R et Spg(A) = {—2; —1}, avec —2 de multiplicité algébrique
m_g =1 et —1 de multiplicité algébrique m_; = 2. Pour A € Sp(A), notons Ey(A) = Ker(A — Al3) Pespace
propre associé. Comme 1 < dim F_5(A) < m_o = 1, on dispose de I'égalité dim EF_5(A) = m_o, donc A
est diagonalisable dans M3(R) si, et seulement si, dim E_;(A) = m_;. Déterminons donc la dimension de

E_1(A) : en effectuant C3 «— C3 + Cy — C; puis Cy + C5 + C1, on trouve

b —1+4b 1-2b b —1 0 ) o .
rang(A + Ig) =rang | b —-1-b 1420 =rang| b -1 0 { ? :1 2 f 8 (car C1 et Cy sont echelonneeb)
b —b 2% b 0 0 0=

Par le théoréme du rang, dim Ker(A + I3) = 3 —rang(A + I5). Ainsi, si b # 0, alors dim E_1(A) =1 # m_;
donc A n’est pas diagonalisable, et si b =0, dim F_1(A) = 2 = m_; et A est diagonalisable. Finalement, on

a démontré que A est diagonalisable si, et seulement si, b = 0.

3. Comme x4 est scindé sur R, A est trigonalisable dans M3(R). Par le lemme des noyaux appliqué aux
polynomes X + 2 et (X + 1)? qui sont premiers entre eux, M3 1(R) = E_5(A) @ Ker((A + I5)?). Cherchons

une base de chacun de ces deux sous-espaces. On a vu que dim E_5(A) = 1 et on peut remarquer que

1 -2 0 -1 1 1
Alll=11 -3 3 1] =-211
0 1 -1 1 0 0

1
Ainsi, le vecteur e; = | 1 | est un vecteur non nul de F_5(A), il en forme donc une base. De méme, comme
0
b#0, E_1(A) est de dimension 1, et
-1 -1 0 -1 —1 0
A+Iy)(1|=11 -2 3 1 ]1=10
1 1 -1 2 1 0
-1
donce; = | 1 | forme une base de E_;(A) C Ker((A+13)?). On cherche une base de ce dernier sous-espace
1
de premier vecteur e;. Commencons par calculer
-1 0 -1\ (o1 -1
A+L)?=(1 -2 3] =(0 1 -1
1 -1 2 0 0 O

ce qui entraine

8]

Ker((A+I3)*) = {X e M31(R) | (A+ [3)°X =0} =

<

1
S M371(R) | y—z=0p = Vect{eg, 63} ounes= |0
z 0

avec es et ez non colinéaires, donc (eg,e3) est une base de Ker((A + I3)?). Par concaténation, la famille
B = (e1, €2, e3) est une base de M3 1(R). Si on note P la matrice de passage de la base canonique de M3 1 (R)

a la base B, alors par formule de changement de bases

1 -1 1 -2 0 0
A=PTP tavecP=|(1 1 0]l etT=|0 -1 1
0 1 0 0o 0 -1

car Ae; = —2e1, Aes = —es et Aeg = t(f2 1 1) = ey — €3.
4. Par récurrence immédiate, on a alors pour tout n € N, A” = PT™P~!. 1l nous reste donc a calculer les

puissances de T. On peut écrire T sous la forme

-2 0 0 0 0 0
T=D+N ae D=0 -1 0], N=|0 0 1
o 0 -1 0 0 0



et N? = Opty(r), d’OU Nk = = Opqy(r) Pour tout & > 2. Comme de plus DN = ND (par calcul par blocs par

exemple), on peut utiliser la formule du binéme de Newton : pour tout n > 1

n ! (—2» 0 0
= (D+N)" =3 (")t =N (M) prbTE = Dr p D T = | 0 (1) n(-1)m!
k k n
k=0 k=0 0 0 (-1

On remarque que cette formule est encore vraie pour n = 0 car 70 = I5. Ainsi, pour tout n € N,

(—2)™ 0 0
A"=P| 0 (=1D)" n(-1)" '] PL
0 0 (=)™
Tp
5. Soient (zp)neN, (Yn)nen €t (2n)nen trois suites réelles. Pour tout n € N, posons X,, = | y,, |, alors
Zn

(n)ns (YUn)n €t (2n)n sont solutions de (.5)

—2x, — Zn
— VneN X,i1=|2zn—3yn+32,
— VnelN, X, =A4X,
— VneN, X,=A4"X,
(=2)" 0 0
<~ VvYneN, X,=P| 0 (-D)" n(-D"']P'X,
0 0 (=)™
o (=2)" (=)™ (n+1)(=1)"
— Iy=|B]| e M3:(R), VneN, X, (=2)»  (=n» n(—1)""1 | Y en posant Yy = P71 X,
gl 0 (= n(=1)"t
T = a(=2)" + B(=1)" ! +y(n + 1)(-1)"
— 3J(a,B,7) €ER3 VneN, Yn = a(—2)" 4+ B(—1)" + yn(—1)""*
zn = B(=1)" +yn(-1)""!

Correction de ’exercice 4 Notons &,, 'ensemble des permutations de [1;n] et pour tout (i, ) € [1;n]?, b; ;

le coefficient d’indice (4,5) de B, alors par définition du déterminant :

det(B) = ZE<U)Hba(i),i

ceS, i=1

= Z E(J) 1—[(_]‘)0(1)Jr o(i),i
cEeS, i=1

= Z 5(U)H(_1)J(i)H(_l)iHaa(i),i
ceS, =1 1=1 1=1

n n
Or o est une permutation de [1;n], donc H(fl)”(i) = H(fl)i ce qui entraine
i=1 i=1
n

det(B) = Z H )ili[ao(i),i

geS, =1

> <o) [Tovor

ceS, i=1

= det(A).



