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Feuille d’exercices n° 5

ESPACES EUCLIDIENS ORIENTES

Exercice 1. Soient E un espace vectoriel euclidien de dimension 2 et u et v deux vecteurs non nuls de E.

u v
1. Montrer qu’il existe une unique rotation r qui transforme W en W
u v
On rappelle que l'on appelle alors (mesure de 1’)angle orienté de vecteurs (u,v) une mesure 6 de 'angle de

la rotation r.
2. Soit w € E non nul. Montrer que m = @ + @ [27].
3. Notons 0 = @ Montrer que {(u,v) = |lul|||v|| cos(8) et det(u,v) = ||u||||v||sin(d) (onr le déterminant est
pris dans une base orthonormée directe).
4. Soit f un endomorphisme orthogonal de F.
(a) On suppose que f est direct. Montrer que (f (mv)) = @ [27].
(b) On suppose que f est indirect. Montrer que (f(mv)) = f(u,/?) [27].
(¢) Application : Soit (ABC) un triangle isocele en A (i.e. tel que ||EH = ||E||)
Montrer que (ﬁ) = (Cﬁ) [27].

Exercice 2. Soit E un espace euclidien de dimension 3 orienté par une base orthonormée directe B = (e, €2, €3).
1. Déterminer I'expression dans la base B du produit vectoriel de deux vecteurs v et v de E en fonction de
leurs coordonnées dans B.
2. Soient u,v deux vecteurs normés orthogonaux de F et w € E. Montrer que la famille (u, v, w) est une base
orthonormée de F si et seulement si w = +uA = v. A quelle condition cette base est-elle directe ?
3. Application : Déterminer toutes les matrices de O3(R) dont la premiere ligne est <§ g 0>.

4. Démontrer la formule du double produit vectoriel :
Y(u,v,w) € E, uA (vAw)= (u,w)yv— (u,v)w.

5. Soient a,b,c € E non nuls. On note @’ =bAc, b’ =cAa,d =anbetv=]|ala+|bl|d +|c|c. On suppose
que v # 0. Montrer que :

— -~

cos (v,a) = cos (v, b) = cos (v, ¢).

Exercice 3. On se place dans R? (orienté par la base canonique usuelle).
1. On considére un parallélogramme engendré par deux vecteurs (non nuls) u et v. Exprimer la valeur absolue
de I’aire du parallélogramme en fonction du produit vectoriel de u et v.
2. On considere (OABC) un triedre rectangle, c’est-a-dire tel que OA, OB et OC soient orthogonaux deux a

deux. Montrer que le carré de aire du triangle (ABC') est égal & la somme des carrés des aires des trois

autres triangles (OAB), (OBC) et (OCA).



Exercice 4. Soit F un espace vectoriel euclidien de dimension 3 orienté.

1. Soient w un vecteur unitaire de E et # € R. On considere la rotation r d’angle 6 autour de 'axe D dirigé et

orienté par le vecteur w.
(a) Soit z € E un vecteur orthogonal & w. Montrer que r(x) = cos(f)x + sin(f)w A z.

(b) On suppose désormais que x est un vecteur unitaire orthogonal & w. Montrer que
cos(f) = (x,r(x)) et sin(f) = [z, r(z),w] = [w,z,r(z)]

ou [a, b, ¢] désigne le produit mixte des vecteurs a,b,c € E.

2. Soit # € R. Dans E = R? muni de son produit scalaire canonique, déterminer la matrice dans la base

canonique de la rotation d’angle 6 autour de I'axe dirigé et orienté par le vecteur w = (1,1,0).

3. Déterminer la nature de ’endomorphisme f de E dont la matrice dans une base orthonormée directe

B = (e1,ea,e3) de F est

1 8§ 1 —4
M=-11-4 4 -7
1 8 4

Préciser ses éléments caractéristiques.

Exercice 5. Soient F un espace vectoriel euclidien orienté de dimension 3 et f un endomorphisme de E. Le but

de I’exercice est de démontrer ’équivalence suivante :
Y(z,y) € E*, f(xAy)= f(z)A f(y) <= [ est une rotation ou f = Oz(E)-

1. Supposons que f est une rotation.
(a) Montrer que pour tout (x,y,2) € E3, [f(x), f(y), f(2)] = [z, y, 2] (ou [] désigne le produit mixte).
(b) Pour (x,y,2) € E3, simplifier (f(z Ay) — f(z) A f(y),2).
(c) Conclure.
2. Supposons désormais que f # Oz gy et vérifie : V(z,y) € E?, f(z Ay) = f(x) A f(y).
(a) Montrer que f est injective.

(b) Soit B = (e, ez, e3) une base orthonormée directe de E. Montrer que la famille (f(e1), f(ez2), f(e3)) est

une base orthonormée directe de E.
(¢) Conclure.
3. Deuxieéme méthode pour le sens direct : supposons que V(x,y) € E2, f(z Ay) = f(z) A f(y).
(a) Simplifier (f(z) A f(y), £(2)) pour (z,y,2) € E°.
(b) Montrer que pour tout w € E, il existe z,y € F tels que w =z A y.
(¢) En déduire que f* o f = det(f)Id.
)

(d) Démontrer qu’alors f = 0.(g) ou f est une rotation.



