Université Claude Bernard Lyon 1 Semestre automne 2016 - 2017
Cursus prépa - Premiere année
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Exercice 1 : Questions de cours

1 - Soit E un ensemble, et A, B, C € P(E). Montrer que AN (BUC)=(ANB)U(ANC).

yec AN(BUC) & (yeAetye (BUQ))
sycAet(ye Bouye ()
S (yeAetyeB)ou (ye AetyeC)
sye(ANB)U(ANC)

2 - Soit f: E — F une application et A, B € P(E).
a. Montrer que f(ANB) C f(A)N f(B).

yeFANB) =y=f(x)
= (y= f(z) avecz € A) et (y = f(z) avec z € B)
=ye f(A)etye f(B)

=ye f(A)N[f(B)

b. Donner un exemple pour lequel il n’y a pas égalité.

avecxeAﬂB

1l suffit de considérer f : R — R définie par f(z) = 22 avec A = [~1,0] et B = [0,1] :

f(A) = f(B) =[0,1] = f(A) N f(B) = [0,1].
f(AnB) = f({0}) = {0}.

Exercice 2 :
1 - Déterminer si les assertions suivantes sont vraies ou fausses :

Dans le cas ot l'assertion est fausse, on pourra proposer une démonstration en donnant un contrexemple.

a.dzeR,Vye R, zy > 0.

L’assertion a. est fausse : on montre sa négation, c’est a dire : Ve e R,dy e R, zy <0 .
Soit € R. Le cas y = 0 fournit I'existence d’un y dans R tel que zy < 0.

b.VzeR,dyeR, zy > 0.

L’assertion b. est fausse : on cherche un contrexemple.
Prenons x = 0. Pour tout y € R, on a zy < 0.

On note F(R,R) I’ensemble des applications de R dans R.
c.VfeF(RR),I(x,y) R, f(z) # fy).



L’assertion c. est fausse : on cherche un contrexemple.
Considérons la fonction f : R — R définie par f(x) = 0 pour tout x € R. Pour tout
z,y € R ,ona f(zr) = f(y) = 0. La fonction nulle fournit donc un contrexemple.

On considere a présent la fonction f :R*% — R définie par f(z) = 1/x.
d. 3e>0,Vz e RY, f(x) > e

L’assertion d. est fausse elle aussi : on montre sa négation : Ve > 0,3z € R, f(z) <e. .

1
Soit € > 0. Le réel z = — vérifie f(z) =€ <e.
€

Donner la négation des assertions ci-dessus.

La négation des assertions a. et d. a été établie précédemment.
b.dJz e R, Vye R, 2y <0.
c. 3f € F(R,R), V(z,y) e R*, f(x) = f(y).

Exercice 3 :

Soit T :={z € C, |z| = 1}. On considére I’application :

1-

2 -

f: R—T
.73'—>€2i7m

a. Cette application est-elle injective ? surjective ? bijective 7

Injectivité : Pour tout € R, on a f(z 4 1) = Xm(@tl) = g(Zime+2im) — p2ime — £ (4,
Cette fonction n’est donc pas injective.

Surjectivité : Soit z € T. Le complexe z est de module 1 et s’écrit donc sous la forme
z = € avec § € [0,27]. On a donc z = f(z) avec = /27 . L’application f est donc

surjective (tout élément de T admet un antécédent).

b. Déterminer I’ensemble f~1({1}).

{1 ={zeR, f(z) =1}
:{.%'GR, e2mac:1}
={xeR, 2rx =21k, k€ Z}
=7

On note p I'application :
p: T—R
z — Re(z)

et on pose g =po f.

a. Déterminer g(R).



Soit x € R. on a g(z) = p o f(z) = p(f(z)) = p(e2™) = Re(e?™) = cos(27x).
On en déduit : g(R) = {cos(27x) , x € R} =[-1,1].

b. Déterminer deux ensembles I et J tels que 'application
g: I —J
x +— g(x)

soit bijective.

On peut prendre I = [0,1/4] et J = [0, 1] : 'application

g:[0,1/4] — [0, 1]
x —>  cos(2mx)

est bijective.

3 - (facultatif) Reprendre la question 1 avec fjjo.1[-

Injectivité : Soient x,y € [0,1] tels que fjo.1((z) = fjp,1/(y). On a e — e2TY  Cest A
dire €27(*=¥) = 1. On en tire z = y + k avec k € Z. On déduit de z,y € [0,1] que k =0
et donc x = y.

Surjectivité : Se déduit du cas précédent, en notant que x = 6/2x € [0, 1].

Exercice 4 : On considere les applications :

f:C\{-i} — C g:C\{—-i} — C
z—1 et 2i
Z+i Z+1

z

1 - Montrer que f = g.

f et g ayant les mémes espaces de départ et d’arrivée, il s’agit d’établir que f(z) = g(z)
pour tout z € C\ {—i}, c’est a dire :
z—1 23

VaeC\(~i} , o =1-

9 . 9 o
Soit z € C\{—i}. Ona:1— Z,=Z+l,— L2t
zZ+1 zZ+1 zZ+1 zZ+1

2 - En déduire que f~1({1}) = 0.

On rappelle que : f~1({1}) = {z € C\ {—i}, f(z) = 1}.
Il s’agit donc d’établir que I'équation f(z) = 1 (ou de maniere équivalente g(z) = 1)
n’admet pas de solution sur C\ {—i}.
Soit z € C\{—i} : g(2)=1 & 1-—
29

24
z4+1

=1

z+1
Cette équation n’admet pas de solution sur C\ {—i}. On en déduit f~1({1}) = 0.

3



3 - On note h 'application :
h:C\{—-i} — C\{1}
zZ—1
z+1

zZ

Montrer que h est bijective.
4 - Déterminer une expression de la fonction réciproque de h.

Réponse aux questions 3 - et 4 -

Surjectivité : Soit z € C\ {1}.
zZ—1 ’

On cherche z € C\{—i} tel que 2z = h(z), cest a dire = - F
z+1
zZ—1 ’ . / .
=2z Sz—i==z(z+1)
z+1 , ,
ez1-2z)=i(z +1)
iz +1)
2= z 1
1=2) (z #1)
Ce résultat est une équivalence : pour tout z € C\ {1}, il existe un et un seul antécédent,
i(z +1
donné par la formule : z = w On déduit de ceci que h est bijective et que sa

1-z)
réciproque est :
R~t:C\{1} — C\{-i}
’ i(Z/ -+ 1)
—

: (1-2)

Exercice 5 : Déterminer si les assertions suivantes sont vraies (V) ou fausses (F). On ne demande
pas de justifier vos réponses. Attention : 0.5 par bonne réponse; -0.25 par réponse erronée.

(P = Q) < (non(Q) = non(P)) A\

(P = (Q et R)> & <n0n(P et (non(Q) ou non(R))))

f f:fé = Im(f) =Ry F
fol=24 — RY 1)) = (n/2,7/2) \%

r +— sin?(z)

Soit f,g € F(R,R). Si f et g sont bijectives, alors fog=go f F

Soit f,g € F(R,R). Si f est injective et g est surjective, alors f o g est bijective | F




