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Devoir n° 1. Corrigé ANALYSE

Partie Analyse
Exercice 3.

T 1 4sint
1. Déterminer la nature de l'intégrale impropre / +sin

————d¢
o (t+1)Ve
2. (a) Donner le développement limité a ordre 2 en 0 de la fonction f(z) = v1+ 3z + 222 — 1,

(b) Calculer lim +/X?+3X +2— X,

X —+oo
VYR +3y+2—y

c¢) Déterminer la nature de I'intégrale impropre -
(c) g propre | JIn 1 %)

dy.

Corrigé.

1. La fonction sous l'intégrale est continue sur |0, co[ mais elle n’est pas continue en 0 - les deux bornes sont

impropres. On separe les deux bornes :

/+°° 1-+sint df — L' 1 4+ sint dt + T 1 4sint ;
o (t+1)Ve2 o (t+1)VE2 L (1) VR

La fonction est & valeurs positives. On remarque que |sint| < 1 et alors 1+ sint < 2.

EnoO:
1+sint 2

(t+1)Ve2 = (t+1)Ve2

~0 2t72/3

1
L’intégrale / t72/3dt est convergente (2/3 < 1 dans l'intégrale de Riemann en 0 ).
0

En +o00:
1+sint 2

(t+1)V2 = (t+1)Ve2

~0 2t75/3

+oo
L’intégrale / t75/3dt est convergente (5/3 > 1 dans l'intégrale de Riemann & l'infini).
1

1 : +o00 .
1+sint 1+ sint
On conclut que la somme / —dt + ———dt converge.
d o (t+1)Vt2 1 (t+ 1)V &
t 12
2. (a) On utilise le DL de vV1+t=1+ 2% +o(t?) :

3 5 922 9 3 x? 9

fx) = \/1—|—3x+2x2—1=1—|—§x+x —?4—0(1‘ )—1=§x—§+o(m )

1 1 31 1 3
li X?24+3X+2-X= 1 X 1 - +2—= -1 = _li X|=-= —-) ) ==
Kl VAT X L ( iy i ) dm X (G o)) =5

. - . _ 1
ot on utilise la question (a) en posant = <.

VY2 +3y+2—1y

l'in-
ym2+g%)

fini, la fonction étant continue sur le domain d’intégration. Le numerateur tend vers 5 un nombre

(c) La nature de cette intégrale impropre est définie par le comportement de

fini. La nature de lintégrale est définie par son denominateur : y1In (2 + y3) ~; 3ylny. L'intégrale

“+o0
/ dy est une intégrale de Bertrand qui diverge.
1 ylhny



Exercice 4.
cosu

NG

2. On veut déterminer si la fonction définie par Vz € [1,+oo[, g(z) = BT st intégrable.

Jz

1. Déterminer la nature de I'intégrale : int > du. en utilisant une intégration par partie.

(a) Montrer que |cost| > cos®t pour tout t € R.
cos(2t)

dt.
Vit

+oo
(b) Déterminer si 'intégrale suivante est convergente : /
1

(¢) Montrer que la fonction g n’est pas intégrable sur [1, 4+o0[.

Corrigé

1
1. Pour l'intégration par partie - c’est T qu’on va dériver car cela donnera une intégrale comparable avec
U
I'intégrale de Riemann convergente. On a
1 1

V=
V' 2u3/2

°°cosud . {sinu}AJr/oo sinu d
——du= lim |— ————du
1 Vu A=oo | Vu |, 1 2y/u3/2

U =sinu, U =cosu; V =

sinw
u

A
Ici img oo [ } =sin 1. Comme
1

3

sinu 1

s s <
VuE/2n T 2y /ud)2

pour tout u € R on a

1 sinu /°° 1
————|du < ————du

/1 2\/u3/2 TS 24y/ud)/2

qui est & l'infini 'intégrale convergeante de Riemann (la puissance 3/2 > 1). On conclue que U'intégrale est

convergente.

2. (a) On a 1 > |cost| pour tout ¢t € R. Si on multiplie cette inégalité de deux coté par un nombre positif

| cost| on obtient |cost| > cos? t.

(b) Par le changement de variables s = 2t on est ammené & l'intégrale de 4.1 donc intégrale est bien

1+ cos2t
2

+o0 +oo +oo 2
/ cos(2t) gt — _/ idt n cos tdt.
1 Vi LVt Ve

too g +o0o cos2t
Puisque 'intégrale %dt diverge (Riemann a I'infini avec 1/2 < 1) cela implique que 7
1 1

diverge aussi car leur somme donne 'intégrale conergente comme on a montré dans 4.2(b). Par com-

convergente :

(c) En effet, on utilise cos®t = ou plutot cos 2t = —1 + cos? t pour avoir

dt

paraison de 4.2(a) on conclut que la fonction g(x) n’est pas intégrable sur [1, +o0].



