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Pour f application de N vers R, on note ∆f l’application de N vers R définie par :

pour tout entier n ≥ 0, (∆f)(n) = f(n+ 1)− f(n).

Pour tout entier k ≥ 0 on notera mk l’application de N vers R définie par :

pour tout entier n ≥ 0, mk(n) = nk.

Pour tout réel q on notera eq l’application de N vers R définie par :

pour tout entier n ≥ 0, eq(n) = qn.

Mise en jambes : quelques exemples

1) Soit f une application de N vers R qu’on suppose constante. Déterminer ∆f .

2) a) Montrer que ∆m1 = m0.

b) Montrer que ∆m2 = 2m1 +m0.

c) Trouver trois constantes entières a, b et c pour lesquelles :

∆m3 = am2 + bm1 + cm0.

d) En utilisant les identités a), b) et c), déterminer :
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e) Soit k ≥ 1. Montrer qu’il existe k constantes entières a0, . . . , ak−1 (que l’on explicitera) pour
lesquelles :

∆mk = ak−1mk−1 + ak−2mk−2 + · · ·+ a1m1 + a0m0.

3) a) Déterminer ∆e2.

b) Soit q un réel. Montrer qu’il existe une constante λq (que l’on explicitera) pour laquelle
∆eq = λqeq .

4) Pour chaque α réel, on note cα et sα les applications de N vers R définies par :

pour tout entier n ≥ 0, sα(n) = sin(nα) et cα(n) = cos(nα).

On rappelle les formules suivantes, valables pour tous réels ϕ et ψ :

sin(ϕ+ ψ) = sin(ϕ) cos(ψ) + cos(ϕ) sin(ψ) et cos(ϕ+ ψ) = cos(ϕ) cos(ψ)− sin(ϕ) sin(ψ).

a) Montrer que pour tout α réel et tout n ≥ 0 entier :

(∆sα)(n) = (cosα− 1)sα(n) + (sinα) cα(n) et (∆cα)(n) = −(sinα) sα(n) + (cosα− 1)cα(n).



b) Soit α un réel. Montrer qu’il existe une constante Kα (que l’on explicitera) pour laquelle :

∆(∆sα) = Kα(∆sα + sα).

Quelques équations fonctionnelles

5) On note (E) l’équation ∆f = 0, d’inconnue f (application de N vers R).

a) Soit f une solution de (E). Montrer par récurrence sur n le résultat suivant :
pour tout entier n ≥ 0, f(n) = f(0).

b) Montrer que les solutions de (E) sont les applications constantes.

6) On note (E′) l’équation ∆f = m2, d’inconnue f (application de N vers R).

a) Soit f une solution de (E′) telle que f(0) = 0. Montrer par récurrence sur n le résultat
suivant :

pour tout entier n ≥ 1, f(n) =

n−1∑

k=0

k2.

b) En déduire que (E′) possède une et une seule solution f telle que f(0) = 0. Sauriez-vous en
donner une expression relativement simple (sans symbole Σ) ?

7) On note (E′′) l’équation ∆f = f , d’inconnue f (application de N vers R).

a) Soit f une solution de (E′′) telle que f(0) = 0. Montrer que pour tout n ≥ 0, f(n) = 0.

b) Soit f une solution de (E′′). On définit une application g de N vers R par :

pour tout entier n ≥ 0, g(n) = f(n)− 2nf(0).

Vérifier que g(0) = 0 et montrer que g est solution de (E′′), puis en déduire que pour tout
entier n ≥ 0, f(n) = 2nf(0).

c) Quelles sont les solutions de (E′′) ?
Suites convexes

8) Montrer que pour toute application f de N vers R et tous entiers naturels m et n avec m < n :

f(n) = f(m) +
n−m−1∑

k=0

(∆f)(m+ k).

9) Soit g une application de N vers R. Montrer que :

g est croissante ⇐⇒ ∆g ne prend que des valeurs positives .

10) Soit f une application de N vers R. Dans cette question, on suppose que ∆(∆f) ne prend que
des valeurs positives.
On suppose par ailleurs qu’il existe deux entiers naturels a < b pour lesquels f(a) = f(b) = 0.

a) En appliquant la question 8) à m = a et n = b, montrer par l’absurde que (∆f)(a) ≤ 0 et
que (∆f)(b− 1) ≥ 0.

b) Soit d un entier avec b < d. En appliquant d’une part le a) et d’autre part la question 8 à
m = b et n = d, montrer que 0 ≤ f(d).

c) Soit c un entier avec a ≤ c ≤ b. Montrer que f(c) ≤ 0.


