5.3 Exponentielle d’endomorphisme et de matrice

5.3.1 Généralités et rappels sur les séries de matrices

Pour A = (a;;) € M, (C) on pose
[Alloo = max{faij| ; 1 <45 <nj.

| l|so est une norme sur M,,(C), i.e. est une application & valeurs dans R telle que
— VA, Al =0 <= A=0,
— VA, VA €C, M|l = A - [[A]lco,
— VA B, [[A+ Blloo < [[Alloc + [|Blloo-

Dans la suite on notera || || au lieu de || ||co-

Définition 5.7.
— Une suite (Ag) de M, (C) est dite convergente si il existe A € M,,(C) telle que Ve > 0, Jkg € N
tel que : k > ko = || Ar — Al < e.
— Une suite (Ay) est dite de Cauchy si Ve > 0, ko € N, V&, k' > ko, ||Ar — Ap|| < e.

Proposition 5.8. Soit une suite (Ay) de M, (C). Alors elle est de Cauchy si et s. si elle est convergente.
Démonstration. Le sens droite-gauche est classique et le sens direct s’appuie sur la complétude de C. [

Définition 5.9. On se donne une suite (Ag) de M, (C). On définit la série associée notée ) Ay comme
étant la suite (Sg) de terme général Sy = Zf:o A

La série est dite absolument convergente si la série réelle > || Ax|| est convergente.

Exercice 5.10. Une série Y | Ay est absolument convergente si et s. si la suite (croissante) (Zf:o 1Al &
est bornée si et s. si la suite (3,°%F || A;||)x tend vers 0.

Proposition 5.11. Si > Ay est absolument convergente alors elle est convergente.

Démonstration. Soit € > 0. Notons, pour tout k € N, T}, = Zf:o | Akl et Sk = Zf:o Ap.

Par hypothese, (7)) converge (dans R) donc elle de Cauchy donc il existe kg € N tel que pour k, k' > ko,
ona |l —Tyl| <e.

Pour k' > k > kg on a

K k
1S = Sell = 32 Al < > 1Al =Ty —Ti <e.
I=k+1 I=k+1
Ainsi la suite (S) est de Cauchy donc convergente. O

Lemme 5.12. Pour A, B € M,(C), ||AB|| < n||A||||B]| et ||A¥|| < nF=1||All*.
Démonstration. On note A = (a;5), B = (bi;j) et C = AB = (¢;5). Pour tout ¢, j,
n n n
leil = 1) ambil <Y laalbrs] < > IANIBI = nl| All| B
k=1 k=1 k=1

Par conséquent, [|C]| < n|Al||B|.

La deuxieme inégalité s’obtient par récurrence sur k en utilisant la premiere. ]
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5.3.2 Exponentielle de matrice
Définition 5.13. Soit A € M,(C). On définit e4 = exp(A) € M,(C) en posant
H-

€A:

k=0
Proposition 5.14. La série ) ‘2—, converge. Ainsi la matrice e? est bien définie.

Démonstration. Si A = 0 c’est trivial. On suppose donc A non nulle. On montre que la série est

absolument convergente. En effet

ij A Z n'~ 1HAW

-1 l
Notons u; = = Z‘I‘AH . Alors uL—Jlrl = "l!ﬁ” et ceci tend vers 0 quand [ tend vers +oo. Par le critere
de D’alembert la série > u; est convergente ce qui implique 'absolue convergence de notre série de
départ. O

Proposition 5.15. ¢Mdn = ¢ . 1d,,.

Démonstration. ok. O
Proposition 5.16. Si A, B € M, (C) commutent alors eAt8 =4 . eB = B . B,

Démonstration.

o0 K
AE Z Y (A+B)

k=0
o k
= 23 G oA
ENNKE —1)!
k=0 1=0
- k=)
=iz kD
= .8
O
Corollaire 5.17. Pour toute matrice A € M, (C), la matrice e est inversible et son inverse est e~4.
Démonstration. A et —A commutent donc ede 4 = e~ 4ed = e = 1d,,. O
Proposition 5.18. Soient A, P € M, (C) avec P inversible. Alors
AP = prlAp,
Démonstration. ok... ]
Lemme 5.19. Soit T € M,,(C)) une matrice triangulaire dont les coefficients diagonaux sont s, . .., ay,.

Soit k € N alors T* et e sont triangulaires aussi et leurs coefficients diagonaux sont respectivement

a’f,...,af?b et e, ... e,
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Démonstration. On traite le cas ou T est triangulaire supérieure (c’est pareil dans l'autre cas). Le

produit de deux matrices triangulaires est donné par (exercice).

a1 * by * aiby *

0 an 0 by, 0 anbp,

Cette formule permet d’avoir le résultat sur A* par une récurrence sur k.

Concernant le second resultat, on a :

. ) aqk * Zk % * et *
T _ ok < : _ . _
e —Zk!T _Zk:! . ) = . k =
k k n Qn
0 Qan 0 >k 0 e
O
Proposition 5.20. Soit A € M, (C) alors det(e?) = et*(4).
a1 *
Démonstration. On trigonalise A = PTP~! avec T = . On a alors
0 O,
det(e?) = det(ePTPil) = det(Pel P71 = det(el).
De plus tr(A) = tr(T) = a1 + - - - + @, donc il suffit de montrer que det(e?) = X1+ Fon,
ok N
Par une récurrence facile sur k& on montre que pour tout k € N, TF = . Par conséquent
0 ok
- ak—l}c * e *
T T
e — —_— = c. —
k! '
k=0 0 Z % 0 ean
d'ont det(el) = e ... e = go1ttan, O

5.3.3 Exponentielle d’endomorphisme

On suppose que E est un K-espace vectoriel de dimension finie K = R ou K = C. Soit © un endomor-

phisme de F.

Définition 5.21. Soit B une base de E et A = Mp(u). On définit e = exp(u) comme 'unique

endomorphisme dont la matrice dans la base B est e?.
Proposition 5.22. Cette définition ne dépend pas du choix d’une base.

Démonstration. Soit B une base de E et e* défini comme ci-dessus. Soit B’ une autre base, soit A’ =
Mp:(u) et v 'endomorphisme dont la matrice dans la base B’ est e4". On veut montrer que v = ¢*. On

A

a D'existence d’une matrice P inversible telle que P~'AP = A’. D'olt e = P~leAP. Par conséquent

Mpi(v) = e = P~1Mp(e")P = Mp/(e*) ce qui montre que v = €. O
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5.4 Systemes différentiels

5.4.1 Systémes linéaires homogénes

On s’intéresse ici aux systemes d’équations différentielles linéaires d’ordres 1 a coefficients constants, i.e.

les systemes du type

2y (t) = a11 - x1(t) + a1z - x2(t) + - -+ + a1p - Tn(t)

zh(t) = ap1 - 21(t) + an2 - x2(t) + -+ + angp - T (t)

ou les a;; sont dans C et les inconnues x; sont des fonctions de R vers C dérivables.

Notons qu’on peut aussi avoir les a;; dans R et demander aux z; d’étre des fonctions de R vers R.

z1(t)

Si on pose, pour tout t € R, X (t) = : € M, «1(C) alors le systeme précédent devient équivalent
Tn(t)

a I’équation
X'ty =A-X(t), teR

ou A= (aij) S Mn(C)
C’est cette forme que nous adoptons dans la suite.

Remarquons que toute solution est nécessairement de classe C*.
Proposition 5.23. L’application ¢ : R — M, (C),t s e/ est dérivable et ¢/(t) = Aet4.

Démonstration. Soient tg € R et h € R.

h)A A hA
eltoth)A _ cto L oA T Id
h h
hA
_ e — Id % etOA
h
hA s k
€ Id _ 1 y Z (hA)
h h k!
k=1
1 h2A%  h3A3
= —(hA o
h( + 2 * 3 o)
A% pA3
= A+h(—+ —
+h(o + 5+ )
doit lim ~(eh — 1d) = A. 0
h—0 h
Notons

I'c =CYR,M,(C)) et Si={XecT|X estsolution de X'(t) = AX(t),t € R}
S 4 est donc ’ensemble des solutions.
Proposition 5.24. S4 est un C-sev de I’

Démonstration. En exercice. O
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Remarque 5.25. On s’intéressera aussi a
g =CYR, M,(R) et Sa(R)={X cTg| X estsolution de X'(t) = AX(t),t € R}

dans le cas d’une matrice A & coefficients réels. D’ailleurs, en TD, les matrices sont en général dans
M, (R). Mais les résultats qu’on va obtenir & propos de S4 suffiront a I’étude de S4(R). Dans la suite,

on se consacre donc a Sy et on reparlera de S4(R) plus loin.
Proposition 5.26. Si A, B € M, (C) sont semblables alors S4 est isomorphe a Sp.

Démonstration. Supposons que B = P7LAP avec P inversible et X'(t) = BX (t) pour tout t € R. Alors
X" = P7'APX. On multiplie par P & gauche et ¢a donne PX’ = A(PX) i.e. (PX) = A(PX). Ainsi si
X € Sp alors PX € S4. De facon similaire on montre que si X € S4 alors P~'X € Sp. Par conséquent
Papplication S — S, X — PX est linéaire (exercice) et est bijective avec pour inverse I’application

X +— P71X. Les espaces S et Sp sont donc bien isomorphes. ]

Lemme 5.27. Soit T € M,,(C) une matrice triangulaire inférieure. Soit X € St qu’on écrit X = X (t) =
z1(t)
: . Alors pour tout k € {1,...,n} il existe c1,...,c; € C tels que pour tout t € R
(1)

x1(t) c1

wp() | _ (1dk O\ er |
0 0 O

0 0
Démonstration. Dans la suite on notera a;; les coefficients de la matrice T". Notons que la forme trian-

gulaire inférieure de la matrice fait que notre systeme va avoir la forme suivante :

2y (t) = anzi(t)
.27/2(15) = aglxl(t) + a22.1‘2(t)
3

x5(t) = ag1x1(t) + asawa(t) + assxs(t)

On va faire la preuve par récurrence sur k. On traite d’abord le cas k = 1.
On a donc | (t) = aj121(t). On connait la solution générale d’une telle équation et on a donc 'existence
de c; € C tel pour tout ¢, x1(t) = cret®t.

D’autre part

1 0 -~ 0 1 elart Q) 0 c1 eliiey z1(t)
OOH'O‘etT-O: 0 0 0 0: 0 _ 0
0 o e 0 0 0 0/ \o 0 0
Par conséquent le résultat est vrai pour k = 1.
On le suppose vraie pour un k € {1,...,n — 1}.
On a
(E) Thoy1(t) = g1 (t) + -+ Qg1 g2 () Fagn gz (t).

-~

b(t)
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Notons que '’hypothése de récurrence nous donne une expression de x1,...,x, en fonction de certains

1, ..., ¢k ainsi 'équation (E) peut se réécrire sous la forme

2'(t) = ag1k+12(t) + b(t)

et b est fixée par 'hypothese de récurrence.

Notons (H) I’équation homogene associée : 2/(t) = ag11 k+12(t). L'équation (H) a pour solution générale
2(t) = cpyq el WL+

ou ¢x+1 € C. Nous allons déterminer une solution particuliere de (E) ce qui donnera la solution générale
de (F).
C1

Pour cela on introduit quelques notations. Pour ¢ € R, on notera C(t) = !’ - | Remarquons que

:El(t)

C'(t) = TC(t) et 'hypotheése de récurrence devient <I(ék 8) C(t) = wi(t)

=)

0
De plus, pour j € {1,...,n}, on notera L; = (0---010---0) € Myx,(C) la matrice ligne ot le 1 est
en position j. On remarque alors qu’étant donnée une matrice M € M,,(C), on a L; - M € Mix,(C) et
c’est la ligne j de M.
Soit y définie par

y(t) = Liy1 - C(t).

On a alors

Y'(t) = Lppr-T-C(t)

= (ak+11 -+ @priper O
Id 0 0 0
= (Gk11 -+ Ghgrger O oo [ ( F ) <0 Idn—k) } -C(t)
Id O
+ (ak+171 Cer QR4 k1 o --- 0) (0 Idn_k> C(f)

Notons « et S les deux termes obtenus. Le premier terme est

xl(t)

SEG

a=(apr11 -+ appipp O o | = @@+ an g (D).
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Le deuxiéme terme est
k+1 0 0
72 el (0 w,,) o
j=

Or on a dit plus haut que L; - M est la ligne j de M. Ici on constate que si j < k, ca donne 0 et donc

0 ) subsiste et de plus Ly (0 0

0 7 '
0 Id, 0 Idnk) = Ly (car c’est la ligne k + 1 de

seul le terme Ly (

la matrice (0 0

0 I dnk) ). Par conséquent

B = aps1p+1Lr1C (1) = apg1 p1y(t).

Finalement on a
y'(t) = a+ B = apr1121(t) + - apprpzn(t) + apy1per1y(t)

ce qui signifie que y est bien une solution particuliere de I’équation (FE). Par conséquent zjy1 s’écrit

sous la forme

Thy1(t) = Cpp1 R 4y (t),

Il nous reste & vérifier 1’égalité voulue (au rang k + 1) avec ¢y, ..., ckr1. Avant ¢a, quelques remarques

et quelques notations.

miy - Min
) Idp 0 mp1r -+ Mpp

— La matrice €T est triangulaire inférieure comme 7' (en effet, e/T = > (¢+T')!/(I!) et une puissance

d’une matrice triangulaire est triangulaire de la méme forme). De plus étant donnée une matrice

triangulaire S dont les éléments diagonaux sont sq, ..., S,, la matrice e est triangulaire et ses
éléments diagonaux seront e®1,...e%".
— Pour p = 1,...,n on notera E, € M,(C) la matrice contenant un 1 en position (p,p) et des 0

partout ailleurs.

47



C1 0

C1 .
Cl ’ 0
Id 0 Idg O c
k+1 . etT . ck+1 = [ k + Ek+1i| etT . |: K + Ck+1
0 0 0 0 0
0 ' 0
0 0 0
C1 C1
Idg 0 tT Ck tT Ck
< 0 0) (& 0 —|—Ek+1 & 0
0 0
0 0
0 0
Id; O
+ 7 e gy |+ Brgr e | e
0 0
0 0
0 0
z1(t)
. Notons, dans lordre, X1, X2, X3, X4 les quatre termes qui apparaissent. On a Y} = $k0(t) . Pour
0
Y5 on reconnait dans Fjy1 une matrice dont la ligne d’indice k£ + 1 est Lgy1 or Lg+1C(t) = y(t) donc

Yo = | y(t) | avec y(t) placé en position k + 1.

0
0
tT . . . s . Idk O tT , 5 < .
Concernant Y3, e'* est triangulaire inférieure et 0 o) est égal (d’apres les remarques ci-dessus)

a la matrice issue de et dans laquelle on n’a gardé que les k premieres lignes ce qui entraine que le
produit avec le vecteur colonne contenant cgq en position k + 1 est nul, i.e. Y3 = 0.

Le produit Lgy; - M est une matrice ligne et c’est la ligne k + 1 de M, on constate comme pour Yo
que Ej1 - e est une matrice dont la seule ligne non nulle est la ligne k 4 1 et cette ligne est égale &

Liy1-€'T. D’autre part la ligne k+1 de /T est de la forme (x - -+ % e!@+1.k+1 0 ... () (voir les remarques
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0
ci-dessus sur I'exponentielle d’une matrice triangulaire). Par conséquent Yy = | cpyqe!@+1k+1
0
0
1 (t) 0 0 X1 (t)
N :( ) 0 0
On obtient finalement Y7 + Yo + Y3 + Yy = k() + | y@) | + | cppret@rimt | = |z (t) |- O
' 0 0 0
0 0 0 0

Corollaire 5.28. Avec les mémes hypotheses que dans le lemme, on a dim¢(7) < n.

Démonstration. Soit X € St alors, d’apres le lemme, il existe ¢q,..., ¢, € C tels que pour tout t € R,
0
C1 0 C1
X(t)=¢eT | : |. Notons C; = | 1| avec le 1 placé en position i. Alors | : | =37, ¢;C;. Ainsi pour
Cn 0 Cn
0
tout t € R

X(t) = Zn: CietT . CZ = zn: Ci(b(t).
i=1 i=1

Pour tout i = 1,...,n, notons ¢; : t — eI - C;. D’une part Pi(t) = TetTC; = T¢; donc ¢; € Sp. D’autre
part I'égalité ci-dessus montre que X est une combinaison linéaire des ¢; qui sont donc générateurs de
St. Ainsi dim(St) < n. O

Théoréme 5.29. Soit A € M,(C) alors dimc(S4) =n et
Sy={t—e? Xy| Xo € M,(C)}.
De plus si A € M, (R) alors dim(S4(R)) =n et
SA(R) = {t — - Xg | Xo € M,(R)}.

Démonstration. D’abord avec A € M,(C). La matrice est trigonalisable et semblable & une certaine
matrice triangulaire inférieure 7' € M, (C) donc dim(S4) = dim(S7) < n d’apres le corollaire précédent.
Notons comme précédemment C; € M,,«1(C) la matrice colonne avec un 1 en position i et soit ¢ : t —
et4 . C;. Alors pour tout ¢, ¢(t) = Ad;(t) i.e. ¢ € Sa.

Montrons que la famille ¢1, ..., ¢, est libre dans S4; comme dim(S4) < n, cette famille sera alors une
base de S4.

Soient alors A1, ..., A, € C tels que > 7 X\i¢p; = 0. Alors pour tout ¢t € R, (3°7 Nihi)(t) = D7 Nigi(t) = 0.
On évalue en t = 0 sachant que ¢;(0) = ¢”*4 . C; = Id,, - C; = C; et on obtient Yo NG Or les C;
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sont linéairement indépendant donc les A; sont tous nuls.
Ainsi S4 a pour base ¢1,..., ¢y, ie.

n

Sa = {¢el|Icr,...,co) €T, B(t) =D cii(t)}

=1

= {pel |Ict,...,cn) €T, o(t) =Y e?e;Ci}
i=1
n C1

= {peT | Aer,...,en) €C", p(t) =D | 1 ]}
=1 Cn

= {p €T |3Xo € Muxa(C), 6(t) =Y e Xo}.
i=1

Supposons maintenant que A € M, (R).

Si ¢ est une fonction de la forme ¢(t) = et - X avec Xo € M, x1(R) alors ¢/(t) = A¢(t) i.e. ¢ € SA(R)
ce qui montre linclusion {t — e - Xy | Xo € M,(R)} C S4(R). Voyons l'inclusion inverse. Soit
¢ € Sa(R) alors ¢ € Sy donc il existe Zy € M,x1(C) tel que ¢(t) = ' Zy. Ecrivons Zy = Xo + iY
avec Xo, Yy € M1 (R). Alors I'égalité, pour tout ¢ € R, suivante : ¢(t) = e Xy + ie?Yy implique que
e!4Yy = 0 pour tout t. En prenant ¢t = 0 cela donne Yy = 0, i.e. Zy = Xo € Myx1(R).

On a bien I'égalité S4(R) = {t — - Xy | Xg € M,(R)}. 1l reste & voir que dimg(Sa(R)) = n. On
reprend les notations précédentes avec C; et ¢;. La démonstration dans le cas complexe montre que la
famille des ¢; est linéairement indépendante sur C donc sur R. De plus, si ¢(t) = et4 X, avec X, €
M, «1(R) alors X se décompose sous la forme Xo =Y ¢;C; avec ¢; € R ce qui donne ¢(t) = > ¢;¢i(t).

Ainsi la famille des ¢; est génératrice de S4(R). On a donc une base de cardinal n. O

Corollaire 5.30. Soit A € M,,(C). Soient tginR et X € M, «1(C). Alors il existe une unique solution
a équation X'(t) = AX (t) telle que X (tg) = Xo.
On a un résultat similaire avec A € M, (R), Xo € Mpx1(R).

Démonstration. On fait la preuve dans le cas complexe uniquement. Voyons I'unicité. Soient X et Y
deux telles solutions. Il existe C, C" € M,,x1(C) tels que pour tout t, X(t) = e!AC et Y(t) = e!4C’. En
t = to cela donne : e?04C = ¢fAC’. Mais on sait que e’ est inversible (d’inverse e*04) d’on C = C’
ce qui implique X =Y.

Voyons Dexistence. On définit X (t) = e(*%)4 Xy quon peut éerire aussi X (t) = !4 - (e~ Xy). Ainsi
X est bien solution de X’ = AX. De plus X (ty) = Id,, Xo = Xp. O

5.4.2 Systémes linéaires avec second membre

Dans cette partie, on s’intéresse aux systeme du type
(E) X't)=A-X{t)+V(), teR

ou A € M, (C) et pour tout t € R, V(t) € Myx1(C) et V est continue.

Une telle équation possede son équation homogene associée :

(H) X'(t)y=A-X(t), teR.
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Théoréme 5.31. Soit Y une solution particuliere de (E). Soit X € I'. Alors X est solution de (F) si
et s. si il existe Xo € My,,x1(C) tel que pour tout t € R, X (¢) = et Xy + Y ().

On a un résultat similaire dans le cas ou A € M, (R).

Autrement dit, on retrouve le résultat déja vu dans le cas d’une seule équation linéaire qui dit “La

solution générale de (F) est égale a la solution générale de (H) + une solution particuliere de (E)”.
Démonstration. Soit X € I'. Notons Z = X — Y. On a alors

7 =AZ & X' -V =AX -Y) & X =AX +Y - AY < X = AX +V.
Ainsi X est solution de (E) si et s. si il existe X € M,,x1(C) tel que Z = X —Y = !4 X. O

Recherche d’une solution particuliere : variation de la constante.

On s’intéresse toujours a ’équation suivante
(E) X't)=A-X({t)+V(t), teR.

L’équation homogene associée a pour solution générale : X (t) = e!4 X, pour un certain Xg € M, »1(C).
Pour trouver une solution particuliére de (E) on va faire “varier” la constante Xy. Autrement on cherche
une solution Y de (F) sous la forme

Y (t) = eYo(t)

avec pour tout ¢, Yy(t) € M,x1(C).
On a Y'(t) = Ae'1Yy(t) + Y] (t). Par conséquent

Y est sol. de (F) <= AetAYo(t) + etAYO/(t) = ACtAYo(t) +V(t)
— 0 =V
= Y1) =e V(1)

On doit trouver une primitive de e *4V () qu’on notera donc Yy. Une fois cette primitive calculée on

pourra appliquer le théoreme précédent.

Remarque 5.32. En pratique, si V' a une forme simple (par exemple polynomiale) alors il est souvent

plus rapide de chercher directement une solution particuliere de la méme forme que V'

5.4.3 Equation linéaire d’ordre n i coefficients constants

On note K le corps R ou C.

Ce petit paragraphe est consacré a une équation du type :
(E) e () + e 2™ V() + -+ 2 (8) + cox(t) = b(E), t € R

ou 'inconnue z est une fonction de R dans K, les ¢; sont des éléments de K et b est une fonction continue

de R dans K.

Soit = € C!(R,K). Pour t € R, on pose X (t) = 2" (t)



On a alors I’équivalence suivante (en exercice)

z est solution de (F) < VteR, X'(t)=A-X(t) +V(¢)

ou
0 1 0 0
0
0 0 1 .
A= 0 o V=1 o
0 0 0 1 b(t)
—C¢ —C€ -+ —Cph—2 —Cp-1

On est donc ramené a un systeme matricielle comme dans le paragraphe précédent.
Proposition 5.33. Le polynome caractéristique de A est
PAX)=X"4+cp 1 X" 1o X + o

Démonstration. On remarque (voir prop. 4.36) que A est la transposée de la matrice compagnon du
polynéme P = X" + ¢, 1 X" '+ ...+ ;X + ¢p. Par conséquent P = Py = Pjy. ]
5.4.4 Calculs pratiques et exemples

Proposition 5.34. Soit A € M, (C) (ou M,(R)). Ecrivons A = D+ N (Dunford) avec D = > ML
Alors pour tout t € R,

otA — otD N ot etD — ML, 4 etApHp.

Démonstration. et = etPHN — otDtN (

car tD et tN commutent).

D i (tATTy + -+ EAIT,)E

© - k!
k=0
p k
- Yy Ot
k!
k =1
p k
(t\i)
= 2. L
i=1 k>0
p
= Zet}‘il'[Z
=1

O]

2 3
Remarque 5.35. etV =1d,, + tN + (”;[) + (t];[!) 4 ---. Or N est nilpotente donc cette série comporte

au plus n + 1 termes (car N" = 0).

Dans le cas ol A est diagonalisable on a un autre résultat pour calculer e*4.
oq 0
Proposition 5.36. Si P~'AP =D = alors
0 fo7
et 0
oA — petPp-1 _ p p-1
0 en
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Démonstration. C’est une application directe de la prop. 6.18. O

4 -2 -3
Exemple 5.37. 1. On s’intéresse au systeme X' = AX avec A= |2 0 —3 | avec la condition
3 -3 -1

0
initiale X (1) = [ 1
2

Dans det(AX — I) on fait C1 — Cy, on trouve Spec(A) = {2, —1} avec 2 de multiplicité 2.
On constate que A — 21 est de rang 1 donc A n’est pas diag.
Py= (X —2)%X —1). On trouve 1 = }(X —2)? — £5(X +1).

-1 11 2 -1 -1
Doull_j=...=|—-1 1 1]etllpb=(1 0 -1
-1 11 1 -1 0
5 -3 -3 -1 10
D=2l —-I;=(3 -1 -3|etN=A-D=|-1 1 0] et N2=0.
3 -3 -1 0 0 0
On obtient
(2—t)e?t—et (t—1)e? fet —e? fet
etA — etDetN — (€2tH2 4 eit]:[_l)(:[dn 4 N) — (1 _ t)th _ e—t t€2t + e—t _€2t 4+ e—t
o2t _ ot et 4t ot
On obtient
0 (t —4)e?=2 4 3e~tH!
X(t)=et VA% [1| = [ (£ —3)e 24 3¢t
9 _e2t=2 4 3e—t+l

2. On présente une variante du méme probléme avec une trigonalisation. On trouve ker(A + I) =

1
Vect{ | 1 | }. Notons v_; ce vecteur.
1
1
A—-2I=..¢et By =Vect{| 1]}
0
-9 9 9 1 0
et (A—20)2=1-9 9 9|.Onobtient F, = Vect{vo, wo} avecvo = [ 1 | etwy = [ 1 |.Onsait
-9 9 9 0 —1
1 0 1
que (A—2)wy € E3 et on trouve (A —2I)wg = v donc Awg = vo+2we. DouP= |1 1 1
0 -1 1
2 -1 -1 21 0
Apres calcul on trouve P~' = [ -1 1 0 |.On pose obtient P"'AP=T={0 2 0
-1 1 1 00 -1

On a et = petT P1,

20 0 0
On décompose T'= [0 2 0 |+ 10
00 —1 0

et 0 0 1t
eT=10 e 0 |x|[0 1 0]=([0 e 0 |.Finalement ¢ = Pe!TpP~1 = .
0 0 et 0 0 1 0 0 et
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6 Complément (sans démonstrations) : Réduction de Jordan

Ce mini chapitre est hors programme. Je le donne ici pour les étudiants qui poursuivront en L3 math

générale.

Ici K désigne R ou C. On fixe une entier positif n.

Définition 6.1. Etant donnés k € {1,...,n} et A € K, on définit

A1 o --- 0
0 A 1
Jk(A) = 0
S
0 0 A

Si k=1, on pose Ji(A) = ().

Une telle matrice est appelée bloc de Jordan de taille k associé a .
Remarque 6.2. Soit A = Ji(A). Alors Py = (X — A\)*, ma = (X — A\)¥ et dim(E) = 1.

Théoréme 6.3. Soit A € M, (K) une matrice trigonalisable. Alors il existe une matrice J ayant les
propriétés suivantes :
— la matrice J est semblable & A,
— la matrice J est diagonale par blocs et chaque bloc est un bloc de Jordan du type Jx(A) ot A est
une valeur propre de A.

De plus, une telle matrice J est unique a ’ordre pres de ses blocs.

Remarque 6.4. 1. Si A est diagonalisable alors J est diagonale (les blocs sont tous de taille 1).

Dans tous les cas, J est triangulaire supérieure.
2. 11 peut y avoir plusieurs blocs avec la méme valeur propre (voir remarque suivante).

3. Pour une valeur propre donnée A, le nombre de blocs associés a \ est égal a la multiplicité géomé-
trique de A (i.e. la dimension de ker(A — AId,,)).

4. Pour une valeur propre donnée A, la taille du plus grand bloc associé a A est égal a la multiplicité

de )\ dans le polynéome minimal m 4.

5. Pour une valeur propre donnée )\, la somme des tailles des blocs de Jordan associés a A est égale

a la multiplicité algébrique de A (sa multiplicité dans le polynéme caractéristique Ppy).
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