
5.3 Exponentielle d’endomorphisme et de matrice

5.3.1 Généralités et rappels sur les séries de matrices

Pour A = (aij) ∈Mn(C) on pose

‖A‖∞ = max{|aij| ; 1 ≤ i, j ≤ n}.

‖ ‖∞ est une norme sur Mn(C), i.e. est une application à valeurs dans R+ telle que

— ∀A, ‖A‖∞ = 0 ⇐⇒ A = 0,

— ∀A, ∀λ ∈ C, ‖λA‖∞ = |λ| · ‖A‖∞,

— ∀A,B, ‖A+B‖∞ ≤ ‖A‖∞ + ‖B‖∞.

Dans la suite on notera ‖ ‖ au lieu de ‖ ‖∞.

Définition 5.7.

— Une suite (Ak) de Mn(C) est dite convergente si il existe A ∈ Mn(C) telle que ∀ε > 0, ∃k0 ∈ N
tel que : k ≥ k0 ⇒ ‖Ak −A‖ < ε.

— Une suite (Ak) est dite de Cauchy si ∀ε > 0, ∃k0 ∈ N, ∀k, k′ ≥ k0, ‖Ak −Ak′‖ < ε.

Proposition 5.8. Soit une suite (Ak) de Mn(C). Alors elle est de Cauchy si et s. si elle est convergente.

Démonstration. Le sens droite-gauche est classique et le sens direct s’appuie sur la complétude de C.

Définition 5.9. On se donne une suite (Ak) de Mn(C). On définit la série associée notée
∑
Ak comme

étant la suite (Sk) de terme général Sk =
∑k

l=0Al.

La série est dite absolument convergente si la série réelle
∑
‖Ak‖ est convergente.

Exercice 5.10. Une série
∑
Ak est absolument convergente si et s. si la suite (croissante) (

∑k
l=0 ‖Al‖)k

est bornée si et s. si la suite (
∑+∞

l=k ‖Al‖)k tend vers 0.

Proposition 5.11. Si
∑
Ak est absolument convergente alors elle est convergente.

Démonstration. Soit ε > 0. Notons, pour tout k ∈ N, Tk =
∑k

l=0 ‖Ak‖ et Sk =
∑k

l=0Ak.

Par hypothèse, (Tk) converge (dans R) donc elle de Cauchy donc il existe k0 ∈ N tel que pour k, k′ ≥ k0,
on a |Tk − Tk′ | < ε.

Pour k′ ≥ k ≥ k0 on a

‖Sk′ − Sk‖ = ‖
k′∑

l=k+1

Al‖ ≤
k∑

l=k+1

‖Al‖ = Tk′ − Tk < ε.

Ainsi la suite (Sk) est de Cauchy donc convergente.

Lemme 5.12. Pour A,B ∈Mn(C), ‖AB‖ ≤ n‖A‖‖B‖ et ‖Ak‖ ≤ nk−1‖A‖k.

Démonstration. On note A = (aij), B = (bij) et C = AB = (cij). Pour tout i, j,

|cij | = |
n∑
k=1

aikbkj | ≤
n∑
k=1

|aik||bkj | ≤
n∑
k=1

‖A‖‖B‖ = n‖A‖‖B‖.

Par conséquent, ‖C‖ ≤ n‖A‖‖B‖.
La deuxième inégalité s’obtient par récurrence sur k en utilisant la première.
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5.3.2 Exponentielle de matrice

Définition 5.13. Soit A ∈Mn(C). On définit eA = exp(A) ∈Mn(C) en posant

eA =
+∞∑
k=0

Ak

k!
.

Proposition 5.14. La série
∑ Ak

k! converge. Ainsi la matrice eA est bien définie.

Démonstration. Si A = 0 c’est trivial. On suppose donc A non nulle. On montre que la série est

absolument convergente. En effet
k∑
l=0

‖A
l

l!
‖ ≤

k∑
l=0

nl−1‖A‖l

l!
.

Notons ul = nl−1‖A‖l
l! . Alors

ul+1

ul
= n‖A‖

l+1 et ceci tend vers 0 quand l tend vers +∞. Par le critère

de D’alembert la série
∑
ul est convergente ce qui implique l’absolue convergence de notre série de

départ.

Proposition 5.15. eλ·Idn = eλ · Idn.

Démonstration. ok.

Proposition 5.16. Si A,B ∈Mn(C) commutent alors eA+B = eA · eB = eB · eB.

Démonstration.

eA+B =

∞∑
k=0

(A+B)k

k!

=

∞∑
k=0

k∑
l=0

1

k!

k!

l!(k − l)!
AlBk−l

=
∞∑
k=0

k∑
l=0

Al

l!
· Bk−l

(k − l)!

= eA · eB.

Corollaire 5.17. Pour toute matrice A ∈Mn(C), la matrice eA est inversible et son inverse est e−A.

Démonstration. A et −A commutent donc eAe−A = e−AeA = e0 = Idn.

Proposition 5.18. Soient A,P ∈Mn(C) avec P inversible. Alors

eP
−1AP = P−1eAP.

Démonstration. ok...

Lemme 5.19. Soit T ∈Mn(C)) une matrice triangulaire dont les coefficients diagonaux sont α1, . . . , αn.

Soit k ∈ N alors T k et eT sont triangulaires aussi et leurs coefficients diagonaux sont respectivement

αk1 , . . . , α
k
n et eα1 , . . . , eαn .

42



Démonstration. On traite le cas où T est triangulaire supérieure (c’est pareil dans l’autre cas). Le

produit de deux matrices triangulaires est donné par (exercice).a1 ∗
. . .

0 an

×
b1 ∗

. . .

0 bn

 =

a1b1 ∗
. . .

0 anbn

 .

Cette formule permet d’avoir le résultat sur Ak par une récurrence sur k.

Concernant le second resultat, on a :

eT =
∑
k

1

k!
T k =

∑
k

1

k!

α1
k ∗

. . .

0 αn
k

 =


∑

k
α1
k

k! ∗
. . .

0
∑

k
αnk

k!

 =

e
α1 ∗

. . .

0 eαn

 .

Proposition 5.20. Soit A ∈Mn(C) alors det(eA) = etr(A).

Démonstration. On trigonalise A = PTP−1 avec T =

α1 ?
. . .

0 αn

. On a alors

det(eA) = det(ePTP
−1

) = det(PeTP−1) = det(eT ).

De plus tr(A) = tr(T ) = α1 + · · ·+ αn donc il suffit de montrer que det(eT ) = eα1+···+αn .

Par une récurrence facile sur k on montre que pour tout k ∈ N, T k =

α
k
1 ?

. . .

0 αkn

. Par conséquent

eT =
∞∑
k=0

T k

k!
=


∑ αk1

k! ?
. . .

0
∑ αkn

k!

 =

e
α1 ?

. . .

0 eαn


d’où det(eT ) = eα1 · · · eαn = eα1+···+αn .

5.3.3 Exponentielle d’endomorphisme

On suppose que E est un K-espace vectoriel de dimension finie K = R ou K = C. Soit u un endomor-

phisme de E.

Définition 5.21. Soit B une base de E et A = MB(u). On définit eu = exp(u) comme l’unique

endomorphisme dont la matrice dans la base B est eA.

Proposition 5.22. Cette définition ne dépend pas du choix d’une base.

Démonstration. Soit B une base de E et eu défini comme ci-dessus. Soit B′ une autre base, soit A′ =

MB′(u) et v l’endomorphisme dont la matrice dans la base B′ est eA
′
. On veut montrer que v = eu. On

a l’existence d’une matrice P inversible telle que P−1AP = A′. D’où eA
′

= P−1eAP . Par conséquent

MB′(v) = eA
′

= P−1MB(eu)P = MB′(e
u) ce qui montre que v = eu.
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5.4 Systèmes différentiels

5.4.1 Systèmes linéaires homogènes

On s’intéresse ici aux systèmes d’équations différentielles linéaires d’ordres 1 à coefficients constants, i.e.

les systèmes du type 
x′1(t) = a11 · x1(t) + a12 · x2(t) + · · ·+ a1n · xn(t)
...

x′n(t) = an1 · x1(t) + an2 · x2(t) + · · ·+ ann · xn(t)

où les aij sont dans C et les inconnues xi sont des fonctions de R vers C dérivables.

Notons qu’on peut aussi avoir les aij dans R et demander aux xi d’être des fonctions de R vers R.

Si on pose, pour tout t ∈ R, X(t) =

x1(t)...
xn(t)

 ∈Mn×1(C) alors le système précédent devient équivalent

à l’équation

X ′(t) = A ·X(t) , t ∈ R

où A = (aij) ∈Mn(C).

C’est cette forme que nous adoptons dans la suite.

Remarquons que toute solution est nécessairement de classe C∞.

Proposition 5.23. L’application φ : R→Mn(C), t 7→ etA est dérivable et φ′(t) = AetA.

Démonstration. Soient t0 ∈ R et h ∈ R.

e(t0+h)A − et0A

h
= et0A × ehA − Id

h

=
ehA − Id

h
× et0A.

ehA − Id

h
=

1

h
×
∞∑
k=1

(hA)k

k!

=
1

h
(hA+

h2A2

2
+
h3A3

3
+ · · · )

= A+ h(
A2

2
+
hA3

3
+ · · · ).

d’où lim
h→0

1

h
(ehA − Id) = A.

Notons

ΓC = C1(R,Mn(C)) et SA = {X ∈ Γ | X est solution de X ′(t) = AX(t), t ∈ R}

SA est donc l’ensemble des solutions.

Proposition 5.24. SA est un C-sev de Γ

Démonstration. En exercice.
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Remarque 5.25. On s’intéressera aussi à

ΓR = C1(R,Mn(R) et SA(R) = {X ∈ ΓR | X est solution de X ′(t) = AX(t), t ∈ R}

dans le cas d’une matrice A à coefficients réels. D’ailleurs, en TD, les matrices sont en général dans

Mn(R). Mais les résultats qu’on va obtenir à propos de SA suffiront à l’étude de SA(R). Dans la suite,

on se consacre donc à SA et on reparlera de SA(R) plus loin.

Proposition 5.26. Si A,B ∈Mn(C) sont semblables alors SA est isomorphe à SB.

Démonstration. Supposons que B = P−1AP avec P inversible et X ′(t) = BX(t) pour tout t ∈ R. Alors

X ′ = P−1APX. On multiplie par P à gauche et ça donne PX ′ = A(PX) i.e. (PX)′ = A(PX). Ainsi si

X ∈ SB alors PX ∈ SA. De façon similaire on montre que si X ∈ SA alors P−1X ∈ SB. Par conséquent

l’application SB → SA, X 7→ PX est linéaire (exercice) et est bijective avec pour inverse l’application

X 7→ P−1X. Les espaces SA et SB sont donc bien isomorphes.

Lemme 5.27. Soit T ∈Mn(C) une matrice triangulaire inférieure. Soit X ∈ ST qu’on écrit X = X(t) =x1(t)...
xn(t)

. Alors pour tout k ∈ {1, . . . , n} il existe c1, . . . , ck ∈ C tels que pour tout t ∈ R



x1(t)
...

xk(t)
0
...
0


=

(
Idk 0
0 0

)
· etT ·



c1
...
ck
0
...
0


Démonstration. Dans la suite on notera aij les coefficients de la matrice T . Notons que la forme trian-

gulaire inférieure de la matrice fait que notre système va avoir la forme suivante :
x′1(t) = a11x1(t)

x′2(t) = a21x1(t) + a22x2(t)

x′3(t) = a31x1(t) + a32x2(t) + a33x3(t)
...

On va faire la preuve par récurrence sur k. On traite d’abord le cas k = 1.

On a donc x′1(t) = a11x1(t). On connâıt la solution générale d’une telle équation et on a donc l’existence

de c1 ∈ C tel pour tout t, x1(t) = c1e
ta11 .

D’autre part
1 0 · · · 0
0 0 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · · · · 0

 · etT ·

c1
0
...
0

 =


eta11 0 · · · 0

0 0 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · · · · 0

 ·

c1
0
...
0

 =


eta11c1

0
...
0

 =


x1(t)

0
...
0

 .

Par conséquent le résultat est vrai pour k = 1.

On le suppose vraie pour un k ∈ {1, . . . , n− 1}.
On a

(E) x′k+1(t) = ak+1,1x1(t) + · · ·+ ak+1,kxk(t)︸ ︷︷ ︸
b(t)

+ak+1,k+1xk+1(t).
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Notons que l’hypothèse de récurrence nous donne une expression de x1, . . . , xk en fonction de certains

c1, . . . , ck ainsi l’équation (E) peut se réécrire sous la forme

z′(t) = ak+1,k+1z(t) + b(t)

et b est fixée par l’hypothèse de récurrence.

Notons (H) l’équation homogène associée : z′(t) = ak+1,k+1z(t). L’équation (H) a pour solution générale

z(t) = ck+1e
tak+1,k+1

où ck+1 ∈ C. Nous allons déterminer une solution particulière de (E) ce qui donnera la solution générale

de (E).

Pour cela on introduit quelques notations. Pour t ∈ R, on notera C(t) = etT ·



c1
...
ck
0
...
0


. Remarquons que

C ′(t) = TC(t) et l’hypothèse de récurrence devient

(
Idk 0
0 0

)
C(t) =



x1(t)
...

xk(t)
0
...
0


.

De plus, pour j ∈ {1, . . . , n}, on notera Lj = (0 · · · 0 1 0 · · · 0) ∈ M1×n(C) la matrice ligne où le 1 est

en position j. On remarque alors qu’étant donnée une matrice M ∈Mn(C), on a Lj ·M ∈M1×n(C) et

c’est la ligne j de M .

Soit y définie par

y(t) = Lk+1 · C(t).

On a alors

y′(t) = Lk+1 · T · C(t)

=
(
ak+1,1 · · · ak+1,k+1 0 · · · 0

)
· C(t)

=
(
ak+1,1 · · · ak+1,k+1 0 · · · 0

)
·
[(Idk 0

0 0

)
+

(
0 0
0 Idn−k

)]
· C(t)

=
(
ak+1,1 · · · ak+1,k+1 0 · · · 0

)
·
(

Idk 0
0 0

)
· C(t)

+
(
ak+1,1 · · · ak+1,k+1 0 · · · 0

)
·
(

0 0
0 Idn−k

)
· C(t)

Notons α et β les deux termes obtenus. Le premier terme est

α =
(
ak+1,1 · · · ak+1,k+1 0 · · · 0

)
·



x1(t)
...

xk(t)
0
...
0


= ak+1,1x1(t) + · · · ak+1,kxk(t).
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Le deuxième terme est

β =
k+1∑
j=1

ak+1,jLj ·
(

0 0
0 Idn−k

)
· C(t).

Or on a dit plus haut que Lj ·M est la ligne j de M . Ici on constate que si j ≤ k, ça donne 0 et donc

seul le terme Lk+1

(
0 0
0 Idn−k

)
subsiste et de plus Lk+1

(
0 0
0 Idn−k

)
= Lk+1 (car c’est la ligne k + 1 de

la matrice

(
0 0
0 Idn−k

)
). Par conséquent

β = ak+1,k+1Lk+1C(t) = ak+1,k+1y(t).

Finalement on a

y′(t) = α+ β = ak+1,1x1(t) + · · · ak+1,kxk(t) + ak+1,k+1y(t)

ce qui signifie que y est bien une solution particulière de l’équation (E). Par conséquent xk+1 s’écrit

sous la forme

xk+1(t) = ck+1e
tak+1,k+1 + y(t).

Il nous reste à vérifier l’égalité voulue (au rang k + 1) avec c1, . . . , ck+1. Avant ça, quelques remarques

et quelques notations.

— Soit M = (mij) ∈Mn(C) et p ∈ {1, . . . , n}. Alors

(
Idp 0
0 0

)
·M =



m11 · · · m1n
...

...
mp1 · · · mpn

0 · · · 0
...

...
0 · · · 0


.

— La matrice etT est triangulaire inférieure comme T (en effet, etT =
∑

(tT )l/(l!) et une puissance

d’une matrice triangulaire est triangulaire de la même forme). De plus étant donnée une matrice

triangulaire S dont les éléments diagonaux sont s1, . . . , sn, la matrice eS est triangulaire et ses

éléments diagonaux seront es1 , . . . esn .

— Pour p = 1, . . . , n on notera Ep ∈ Mn(C) la matrice contenant un 1 en position (p, p) et des 0

partout ailleurs.
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(
Idk+1 0

0 0

)
· etT ·



c1
...
ck
ck+1

0
...
0


=

[(Idk 0
0 0

)
+ Ek+1

]
etT ·

[


c1
...
ck
0
...
0


+



0
...
0

ck+1

0
...
0


]

=

(
Idk 0
0 0

)
· etT ·



c1
...
ck
0
...
0


+ Ek+1 · etT ·



c1
...
ck
0
...
0



+

(
Idk 0
0 0

)
· etT ·



0
...
0

ck+1

0
...
0


+ Ek+1 · etT ·



0
...
0

ck+1

0
...
0



. Notons, dans l’ordre, X1, X2, X3, X4 les quatre termes qui apparaissent. On a Y1 =



x1(t)
...

xk(t)
0
...
0


. Pour

Y2 on reconnait dans Ek+1 une matrice dont la ligne d’indice k + 1 est Lk+1 or Lk+1C(t) = y(t) donc

Y2 =



0
...
0
y(t)

0
...
0


avec y(t) placé en position k + 1.

Concernant Y3, e
tT est triangulaire inférieure et

(
Idk 0
0 0

)
·etT est égal (d’après les remarques ci-dessus)

à la matrice issue de etT dans laquelle on n’a gardé que les k premières lignes ce qui entraine que le

produit avec le vecteur colonne contenant ck+1 en position k + 1 est nul, i.e. Y3 = 0.

Le produit Lk+1 ·M est une matrice ligne et c’est la ligne k + 1 de M , on constate comme pour Y2

que Ek+1 · etT est une matrice dont la seule ligne non nulle est la ligne k + 1 et cette ligne est égale à

Lk+1 ·etT . D’autre part la ligne k+1 de etT est de la forme (? · · · ? etak+1,k+1 0 · · · 0) (voir les remarques
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ci-dessus sur l’exponentielle d’une matrice triangulaire). Par conséquent Y4 =



0
...
0

ck+1e
tak+1,k+1

0
...
0


.

On obtient finalement Y1 + Y2 + Y3 + Y4 =



x1(t)
...

xk(t)
0
...
0


+



0
...
0
y(t)

0
...
0


+



0
...
0

ck+1e
tak+1,k+1

0
...
0


=



x1(t)
...

xk(t)
xk+1(t)

0
...
0


.

Corollaire 5.28. Avec les mêmes hypothèses que dans le lemme, on a dimC(T ) ≤ n.

Démonstration. Soit X ∈ ST alors, d’après le lemme, il existe c1, . . . , cn ∈ C tels que pour tout t ∈ R,

X(t) = etT

c1...
cn

. Notons Ci =



0
...
0
1
0
...
0


avec le 1 placé en position i. Alors

c1...
cn

 =
∑n

i=1 ciCi. Ainsi pour

tout t ∈ R

X(t) =

n∑
i=1

cie
tT · Ci =

n∑
i=1

ciφ(t).

Pour tout i = 1, . . . , n, notons φi : t 7→ etT ·Ci. D’une part φ′i(t) = TetTCi = Tφi donc φi ∈ ST . D’autre

part l’égalité ci-dessus montre que X est une combinaison linéaire des φi qui sont donc générateurs de

ST . Ainsi dim(ST ) ≤ n.

Théorème 5.29. Soit A ∈Mn(C) alors dimC(SA) = n et

SA = {t 7→ etA ·X0 | X0 ∈Mn(C)}.

De plus si A ∈Mn(R) alors dim(SA(R)) = n et

SA(R) = {t 7→ etA ·X0 | X0 ∈Mn(R)}.

Démonstration. D’abord avec A ∈ Mn(C). La matrice est trigonalisable et semblable à une certaine

matrice triangulaire inférieure T ∈Mn(C) donc dim(SA) = dim(ST ) ≤ n d’après le corollaire précédent.

Notons comme précédemment Ci ∈ Mn×1(C) la matrice colonne avec un 1 en position i et soit φ : t 7→
etA · Ci. Alors pour tout t, φ′i(t) = Aφi(t) i.e. φ ∈ SA.

Montrons que la famille φ1, . . . , φn est libre dans SA ; comme dim(SA) ≤ n, cette famille sera alors une

base de SA.

Soient alors λ1, . . . , λn ∈ C tels que
∑n

1 λiφi = 0. Alors pour tout t ∈ R, (
∑n

1 λiφi)(t) =
∑n

1 λiφi(t) = 0.

On évalue en t = 0 sachant que φi(0) = e0×A · Ci = Idn · Ci = Ci et on obtient
∑n

i=1 λiCi. Or les Ci
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sont linéairement indépendant donc les λi sont tous nuls.

Ainsi SA a pour base φ1, . . . , φn, i.e.

SA = {φ ∈ Γ | ∃(c1, . . . , cn) ∈ Cn, φ(t) =
n∑
i=1

ciφi(t)}

= {φ ∈ Γ | ∃(c1, . . . , cn) ∈ Cn, φ(t) =
n∑
i=1

etAciCi}

= {φ ∈ Γ | ∃(c1, . . . , cn) ∈ Cn, φ(t) =

n∑
i=1

etA

c1...
cn

}
= {φ ∈ Γ | ∃X0 ∈Mn×1(C), φ(t) =

n∑
i=1

etA ·X0}.

Supposons maintenant que A ∈Mn(R).

Si φ est une fonction de la forme φ(t) = etA ·X0 avec X0 ∈Mn×1(R) alors φ′(t) = Aφ(t) i.e. φ ∈ SA(R)

ce qui montre l’inclusion {t 7→ etA · X0 | X0 ∈ Mn(R)} ⊆ SA(R). Voyons l’inclusion inverse. Soit

φ ∈ SA(R) alors φ ∈ SA donc il existe Z0 ∈ Mn×1(C) tel que φ(t) = etAZ0. Écrivons Z0 = X0 + iY0

avec X0, Y0 ∈Mn×1(R). Alors l’égalité, pour tout t ∈ R, suivante : φ(t) = etAX0 + ietAY0 implique que

etAY0 = 0 pour tout t. En prenant t = 0 cela donne Y0 = 0, i.e. Z0 = X0 ∈Mn×1(R).

On a bien l’égalité SA(R) = {t 7→ etA · X0 | X0 ∈ Mn(R)}. Il reste à voir que dimR(SA(R)) = n. On

reprend les notations précédentes avec Ci et φi. La démonstration dans le cas complexe montre que la

famille des φi est linéairement indépendante sur C donc sur R. De plus, si φ(t) = etAX0 avec X0 ∈
Mn×1(R) alors X0 se décompose sous la forme X0 =

∑
ciCi avec ci ∈ R ce qui donne φ(t) =

∑
ciφi(t).

Ainsi la famille des φi est génératrice de SA(R). On a donc une base de cardinal n.

Corollaire 5.30. Soit A ∈ Mn(C). Soient t0inR et X0 ∈ Mn×1(C). Alors il existe une unique solution

à l’équation X ′(t) = AX(t) telle que X(t0) = X0.

On a un résultat similaire avec A ∈Mn(R), X0 ∈Mn×1(R).

Démonstration. On fait la preuve dans le cas complexe uniquement. Voyons l’unicité. Soient X et Y

deux telles solutions. Il existe C,C ′ ∈ Mn×1(C) tels que pour tout t, X(t) = etAC et Y (t) = etAC ′. En

t = t0 cela donne : et0AC = et0AC ′. Mais on sait que et0A est inversible (d’inverse e−t0A) d’où C = C ′

ce qui implique X = Y .

Voyons l’existence. On définit X(t) = e(t−t0)AX0 qu’on peut écrire aussi X(t) = etA · (e−t0AX0). Ainsi

X est bien solution de X ′ = AX. De plus X(t0) = IdnX0 = X0.

5.4.2 Systèmes linéaires avec second membre

Dans cette partie, on s’intéresse aux système du type

(E) X ′(t) = A ·X(t) + V (t), t ∈ R

où A ∈Mn(C) et pour tout t ∈ R, V (t) ∈Mn×1(C) et V est continue.

Une telle équation possède son équation homogène associée :

(H) X ′(t) = A ·X(t), t ∈ R.
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Théorème 5.31. Soit Y une solution particulière de (E). Soit X ∈ Γ. Alors X est solution de (E) si

et s. si il existe X0 ∈Mn×1(C) tel que pour tout t ∈ R, X(t) = etAX0 + Y (t).

On a un résultat similaire dans le cas où A ∈Mn(R).

Autrement dit, on retrouve le résultat déjà vu dans le cas d’une seule équation linéaire qui dit “La

solution générale de (E) est égale à la solution générale de (H) + une solution particulière de (E)”.

Démonstration. Soit X ∈ Γ. Notons Z = X − Y . On a alors

Z ′ = AZ ⇐⇒ X ′ − Y ′ = A(X − Y ) ⇐⇒ X ′ = AX + Y ′ −AY ⇐⇒ X ′ = AX + V.

Ainsi X est solution de (E) si et s. si il existe X0 ∈Mn×1(C) tel que Z = X − Y = etAX0.

Recherche d’une solution particulière : variation de la constante.

On s’intéresse toujours à l’équation suivante

(E) X ′(t) = A ·X(t) + V (t), t ∈ R.

L’équation homogène associée a pour solution générale : X(t) = etAX0 pour un certain X0 ∈Mn×1(C).

Pour trouver une solution particulière de (E) on va faire “varier” la constante X0. Autrement on cherche

une solution Y de (E) sous la forme

Y (t) = etAY0(t)

avec pour tout t, Y0(t) ∈Mn×1(C).

On a Y ′(t) = AetAY0(t) + etAY ′0(t). Par conséquent

Y est sol. de (E) ⇐⇒ AetAY0(t) + etAY ′0(t) = AetAY0(t) + V (t)

⇐⇒ etAY ′0(t) = V (t)

⇐⇒ Y ′0(t) = e−tAV (t).

On doit trouver une primitive de e−tAV (t) qu’on notera donc Y0. Une fois cette primitive calculée on

pourra appliquer le théorème précédent.

Remarque 5.32. En pratique, si V a une forme simple (par exemple polynomiale) alors il est souvent

plus rapide de chercher directement une solution particulière de la même forme que V

5.4.3 Équation linéaire d’ordre n à coefficients constants

On note K le corps R ou C.

Ce petit paragraphe est consacré à une équation du type :

(E) x(n)(t) + cn−1x
(n−1)(t) + · · ·+ c1x

′(t) + c0x(t) = b(t), t ∈ R

où l’inconnue x est une fonction de R dans K, les ci sont des éléments de K et b est une fonction continue

de R dans K.

Soit x ∈ C1(R,K). Pour t ∈ R, on pose X(t) =


x(t)
x′(t)
x′′(t)

...

x(n−1)(t)

.
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On a alors l’équivalence suivante (en exercice)

x est solution de (E) ⇐⇒ ∀ t ∈ R, X ′(t) = A ·X(t) + V (t)

où

A =


0 1 0 · · · 0

0 0 1
. . .

...
...

...
. . .

. . . 0
0 0 · · · 0 1
−c0 −c1 · · · −cn−2 −cn−1

 et V (t) =


0
...
0
b(t)

 .

On est donc ramené à un système matricielle comme dans le paragraphe précédent.

Proposition 5.33. Le polynôme caractéristique de A est

PA(X) = Xn + cn−1X
n−1 + · · ·+ c1X + c0.

Démonstration. On remarque (voir prop. 4.36) que A est la transposée de la matrice compagnon du

polynôme P = Xn + cn−1X
n−1 + · · ·+ c1X + c0. Par conséquent P = PtA = PA.

5.4.4 Calculs pratiques et exemples

Proposition 5.34. Soit A ∈Mn(C) (ou Mn(R)). Écrivons A = D+N (Dunford) avec D =
∑p

i=1 λiΠi.

Alors pour tout t ∈ R,

etA = etDetN et etD = etλ1Π1 + · · ·+ etλpΠp.

Démonstration. etA = etD+tN = etDetN (car tD et tN commutent).

etD =
∞∑
k=0

(tλ1Π1 + · · ·+ tλpΠp)
k

k!

=
∑
k

p∑
i=1

(tλi)
k

k!
Πi

=

p∑
i=1

(
∑
k≥0

(tλi)
k

k!
)Πi

=

p∑
i=1

etλiΠi.

Remarque 5.35. etN = Idn + tN + (tN)2

2 + (tN)3

3! + · · · . Or N est nilpotente donc cette série comporte

au plus n+ 1 termes (car Nn = 0).

Dans le cas où A est diagonalisable on a un autre résultat pour calculer etA.

Proposition 5.36. Si P−1AP = D =

α1 0
. . .

0 αn

 alors

etA = PetDP−1 = P

e
α1 0

. . .

0 eαn

P−1.
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Démonstration. C’est une application directe de la prop. 6.18.

Exemple 5.37. 1. On s’intéresse au système X ′ = AX avec A =

4 −2 −3
2 0 −3
3 −3 −1

 avec la condition

initiale X(1) =

0
1
2

.

Dans det(AX − I) on fait C1 − C2, on trouve Spec(A) = {2,−1} avec 2 de multiplicité 2.

On constate que A− 2I est de rang 1 donc A n’est pas diag.

PA = (X − 2)2(X − 1). On trouve 1 = 1
9(X − 2)2 − X−5

9 (X + 1).

D’où Π−1 = . . . =

−1 1 1
−1 1 1
−1 1 1

 et Π2 =

2 −1 −1
1 0 −1
1 −1 0

.

D = 2Π2 −Π1 =

5 −3 −3
3 −1 −3
3 −3 −1

 et N = A−D =

−1 1 0
−1 1 0
0 0 0

 et N2 = 0.

On obtient

etA = etDetN = (e2tΠ2 + e−tΠ−1)(Idn +N) =

(2− t)e2t− e−t (t− 1)e2t + e−t −e2t + e−t

(1− t)e2t− e−t te2t + e−t −e2t + e−t

e2t − e−t −e2t + e−t e−t

 .

On obtient

X(t) = e(t−1)A ×

0
1
2

 =

(t− 4)e2t−2 + 3e−t+1

(t− 3)e2t−2 + 3e−t+1

−e2t−2 + 3e−t+1

 .

2. On présente une variante du même problème avec une trigonalisation. On trouve ker(A + I) =

Vect{

1
1
1

}. Notons v−1 ce vecteur.

A− 2I = ... et E2 = Vect{

1
1
0

}
et (A−2I)2 =

−9 9 9
−9 9 9
−9 9 9

. On obtient F2 = Vect{v2, w2} avec v2 =

1
1
0

 et w2 =

 0
1
−1

. On sait

que (A−2I)w2 ∈ E2 et on trouve (A−2I)w2 = v2 donc Aw2 = v2 +2w2. D’où P =

1 0 1
1 1 1
0 −1 1

.

Après calcul on trouve P−1 =

 2 −1 −1
−1 1 0
−1 1 1

. On pose obtient P−1AP = T =

2 1 0
0 2 0
0 0 −1

.

On a etA = PetTP−1.

On décompose T =

2 0 0
0 2 0
0 0 −1

+

0 1 0
0 0 0
0 0 0

 et ces deux matrices commutent. Par conséquent

etT =

e2t 0 0
0 e2t 0
0 0 e−t

×
1 t 0

0 1 0
0 0 1

 =

e2t te2t 0
0 e2t 0
0 0 e−t

. Finalement etA = PetTP−1 = . . ..
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6 Complément (sans démonstrations) : Réduction de Jordan

Ce mini chapitre est hors programme. Je le donne ici pour les étudiants qui poursuivront en L3 math

générale.

Ici K désigne R ou C. On fixe une entier positif n.

Définition 6.1. Étant donnés k ∈ {1, . . . , n} et λ ∈ K, on définit

Jk(λ) =



λ 1 0 · · · 0

0 λ 1
. . .

...
...

. . .
. . .

. . . 0
...

. . .
. . . 1

0 · · · · · · 0 λ


Si k = 1, on pose Jk(λ) = (λ).

Une telle matrice est appelée bloc de Jordan de taille k associé à λ.

Remarque 6.2. Soit A = Jk(λ). Alors PA = (X − λ)k, mA = (X − λ)k et dim(EAλ ) = 1.

Théorème 6.3. Soit A ∈ Mn(K) une matrice trigonalisable. Alors il existe une matrice J ayant les

propriétés suivantes :

— la matrice J est semblable à A,

— la matrice J est diagonale par blocs et chaque bloc est un bloc de Jordan du type Jk(λ) où λ est

une valeur propre de A.

De plus, une telle matrice J est unique à l’ordre près de ses blocs.

Remarque 6.4. 1. Si A est diagonalisable alors J est diagonale (les blocs sont tous de taille 1).

Dans tous les cas, J est triangulaire supérieure.

2. Il peut y avoir plusieurs blocs avec la même valeur propre (voir remarque suivante).

3. Pour une valeur propre donnée λ, le nombre de blocs associés à λ est égal à la multiplicité géomé-

trique de λ (i.e. la dimension de ker(A− λIdn)).

4. Pour une valeur propre donnée λ, la taille du plus grand bloc associé à λ est égal à la multiplicité

de λ dans le polynôme minimal mA.

5. Pour une valeur propre donnée λ, la somme des tailles des blocs de Jordan associés à λ est égale

à la multiplicité algébrique de λ (sa multiplicité dans le polynôme caractéristique PA).
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