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1. FORMES BILINEAIRES ET FORMES QUADRATIQUES

1.1. Définitions. Soit F un espace vectoriel sur K (K = R ou C).
Une forme bilinéaire sur F est une application ¢ : ¥ x E — K linéaire par rapport a chacune
des deux variables.
Une forme bilinéaire ¢ est symétrique si ¢(z,y) = ¢(y,x) pour tout z,y € E. Si p(z,y) =

—90(34;

x) pour tous x,y € E, la forme est dite anti-symétrique (ou alternée).
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Chaque forme bilinéaire s’écrit comme la somme d’une forme symétrique et d’une forme anti-
symétrique : ¢ = @4 + p_, ol

1

oi(z,y) = %(w(w,y) toya))  e-(zy) = 5(e(,y) — ¢y, 2)).

Pour une forme bilinéaire symétrique on définit la forme quadratique associée ¢, : £ — K :
e (z) = p(z, ).

La forme bilinéaire symétrique est déterminée par la forme quadratique associée :

o(r,y) = %[qg:(fﬂ +y) = gp(z — y)]

("identité de polarisation”).

L’ensemble de toutes les formes bilinéaires (ou de formes symétriques, ou anti-symeétriques, ou
quadratiques) est un espace vectoriel sur K : si ¢1, ..., ¢ sont des formes bilinéaires et aq, ...ax des
scalaires, aj1 + ... + agpr est une forme bilinéaire.

Ezemples. 1. Si f et g sont deux formes linéaires, ¢(x,y) = f(x)g(y) est une forme bilinéaire.

2. Soit E l’espace des matrices k x n; alors p(A, B) = tr(AB) et p(A, B) = tr(*AB) sont des
formes bilinéaires symétriques.

3. Soit E = C([a,b], K) l'espace des fonctions continues sur [a,b], soit p € C([a,b], K). Alors
o(f,9) = ff f(t)g(t)p(t)dt est une forme bilinéaire symétrique.

4. Le déterminant en dimension 2 : ¢(x,y) = z1y2 — x2y1 - une forme alternée.

1.2. Expression en coordonnées. On suppose que dim £ =n < oo.

Soit B = (e1, ..., e,) une base de E, x = > | mie;, y = > 1 yi€;.

Alors o(x,y) = 21y ziyelei, ef) = 30021 aigaiy; ot aij = p(ei, €;).

La matrice A = (a;;) = (p(ei, e;)) est la matrice de la forme bilinéaire ¢ dans la base B .

La forme ¢ est symétrique si et seulement si sa matrice (dans n’importe quelle base) est sy-
métrique : a;; = aj;, ou ‘A = A. Si ¢ est symétrique, la forme quadratique associée s'écrit :
4p(%) = 37 g aijTiz;.

Soit X la colonne des composantes du vecteur x : 'X = (x1,...,2,). Alors on peut écrire ¢ a
I’aide de la multiplication matricielle :

p(z,y) = "XAY

1.3. Changement de base (changement linéaire de coordonnées). Soit B’ = (€], ...,€,) une

en
autre base de E, soit X’ et Y les colonnes des coordonnées des vecteurs z et y dans la base B'.

Ona X = PX'et Y = PY’, oul P est la matrice de passage de B a B'. Alors o(z,y) = X AY =

EXTPAPY' =t X'A'Y' ou
A ='PAP
est la matrice de la forme ¢ dans la base B'.

(Noter que si A est symétrique, A’ I'est aussi.)

Plus généralement, on peut effectuer une substitution linéaire X = CX' et Y = CY’, ou X' =
!(z},...,},) et C est une matrice n X k. Cela donne une forme bilinéaire en k variables ¢'(z’,y’) ="
X'AY" on A ='CAC.

Remarque : Poser X = CX' signifie a remplacer les variables x4, ..., 7, par des formes linéaires
en o, .., .

Si on définit I’application linéaire f : K¥ — K™ par f(X') = CX, alors ¢'(z',y) = o(f(2), f(¥/)).
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1.4. Equivalence des formes. Deux formes bilinéaires ¢ et ¢’ définies dans E et E’ sont dites
équivalentes si il existe un isomorphisme f : E — E’ tel que ¢(z,y) = ¢'(f(x), f(y)).

Si dim(E) < oo, les formes ¢ et 1 sont équivalentes si leurs matrices A et B sont liées par
B = 'PAP avec P inversible (autrement dit, si on peut trouver deux bases dans lequelles ¢ et v
ont la méme matrice).

1.5. Rang. On appelle rang d’une forme bilinéaire le rang de sa matrice (il ne dépend pas du choix
de la base). On dit que la forme est non-dégénérée si son rang est égal a la dimension de E.

Pour une forme ¢ symétrique son noyau est défini par

Ker p={ze€ E:Vy e E,p(z,y) =0}.

Le noyau de ¢ est le noyau de (I’application linéaire définie par) la matrice de ¢. On a : rang (¢)
+ dim (Ker ¢) = dim (E).

Lemme. Caractérisation du noyau en termes de la forme quadratique :

x € Ker (¢) si et seulement si g,(x +y) = ¢,(y) pour tout y € E.

1.6. Vecteurs orthogonaux. Soit ¢ une forme bilinéaire symetrique. Les vecteurs = et y sont
orthogonaux si ¢(x,y) = 0. Une base est dite orthogonale si ses vecteurs sont deux a deux
orthogonaux.

Dans une base orthogonale la forme s’écrit p(x,y) = > a;x;y;, et sa matrice est diagonale. La
forme quadratique associ¢e devient alors une combinaison linéaire de carrés : g(z) = Y7 a;z2.

Le rang de ¢ (ou de ¢) est le nombre de coefficients a; non-nuls. Le noyau de ¢ est engendré par
les vecteurs de base e; pour lesquels a; = 0.

1.7. Orthogonalisation de Gauss (réduction en carrés). L’orthogonalisation de Gauss per-
met de fabriquer une base orthogonale pour la forme quadratique g, (x) = Z?jzl a;jziz;, par des

a1l a2
changements de coordonnées successives. On se rappelle que la matrice A = | @21 @22 --- | est

symétrique.
Cas 1. 1l existe i tel que a;; # 0. Soit a1 # 0 (quitte & changer la numérotation). On écrit

n
gp(z) = ) aijwi,

i,j=1
n n
2
=ayr] + 2 E a1;21T; + E QA T 5
j=2 i,j=2
2 2
n n n
1 1
=ay | 1+ P E a1;T; + E Qi T;Tj — P E a1;T;
R ij=2 R
2
= a11Yyq + Ql('x27 ceey xn)a
N 1 n
Ol Y1 =1+ 57 D i Q155
Ensuite il reste a diagonaliser la forme g1 (x2, ..., €, ) (récurrence). De plus, la famille (y1, 2, . .., Zy)

est libre.
3



Cas 2. a;; = 0 pour tout ¢ . Si a;; = 0 pour tout j, la variable x1 n’apparait pas dans la forme
et la récurrence s’applique. Soit aq; # 0 Pour simplifier, soit j = 2.
On écrit

n
gp(z) = ) aijziz;

ij=1

n n n
= 2a1271%2 + E 2a1jx1$j + E 2a2jx2xj + E Qi LT 5
7j=3 7=3 %,]=3

1 n 1 n

=2a19 | x1 + — E G255 To + — E a1;T;

a2 “ P
Jj=3 j=3

n 2 n n
+ E Qi L% 5 — 7(1 E a1 E 25T
ij=3 12 \j=3 =3

= 2a12y1Y2 + q2(x3, ..., Tp).

1

N 1 n n .
ouy; =1+ — ijg agjT; et yo = xo + ijg aijz;. Ensuite on pose 21 = y1 +y2, 22 = Y1 — y2

ai2 a12
et on a y1ys = (27 — 23).

Apres cela il reste a diagonaliser la forme go(x3, ..., ). De plus, la famille (y1,y2, 3, ..., Z,) est
libre.

On continue ainsi jusqu’a ce qu’il ne reste que la forme nulle. On obtient ¢(x) = > It biy?, avec
m<nety = Z?Zl cijxj. Aussi, la famille (y1,. .., Ym, Tmi1, .-, Tn) est libre. Posant y; = z; et

bi=0pouri=m+1,...,nonaq(x)=> 1 by?, etla famille (y,...,yn) est libre.
Posons :

b1 C11 €12
B = bo C = (cij)= |1 2

Donc A est symétrique, B est diagonale, C est inversible, et g(r) = ' XAX ='YBY ,ouY = CX.
Autrement dit, X = C7'Y, B = {C7'AC™!, et C~! est la matrice de passage de la base dans
laquelle g est donnée vers une base g-orthogonale.

1.8. Equivalence des formes quadratiques. Deux formes quadratiques sont équivalentes si
les formes bilinéaires symétriques associées sont équivalentes : g1 et go sont équivalentes si il existe
un isomorphisme f : E — FE tel que ¢2(z) = ¢1(f(x)). Les matrices A; et As des deux formes sont
lices par Ay = 'PA; P avec P inversible.

Pour une forme réduit en carrés on écrit

q(x) = Ele a;x? avec a; #0, i =1, ..., k. Donc k est le rang de gq.

7

Equivalence sur C'. En posant ¥; = \/a;z; on obtient la forme réduite : ¢(z) = Zle i3

Corollaire. Deux formes quadratiques sur C' sont équivalentes si et seulement si elles ont le
meéme rang.

Formes quadratiques sur R. Signature. On regroupe les coefficients positifs et négatif et on écrit
q(z) =37 a@? — 3150 aia? aveca; > 0,i=1,...ketr+s=k.
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Théoréme de Sylvester. Les entiers r et s (le nombre de carrés positif et négatifs) sont indépendants
du choix de la base g—orthogonale.
Démonstration. Soit q(z) = >.i_; a;x? — Zf:TH a;r? et q(x) = Z;/:l biy? — Zf:r/—i-l biy? deux

réductions en carrés, avec a; > 0 et b; > 0 dans les bases (e, ..., e,) et (€], ..., e},) respectivement.

Soit By = Vect(ey,...,e;) et E_ = Vect(e, ,...,e,). Six € Ey, on a g(x) > 0 sauf si z = 0.

Siz € E_,onaq(x) <0.Donc By N E_ = {0}. Par conséquent, dim(E) + dim(E_) < dim(E),
donc r +n — 7’ < n, donc r < r’. Le méme raisonnement donne 7’ < r, donc r = r’. O

En posant Z; = \/a;z; on obtient la forme réduite :

r r4+s

~2 ~2

q(x) :Z%‘ - Z Li-
=1 i=r+1

Définition. Le couple (r, s) s’appelle signature de la forme quadratique.
On a r + s = rang(q).

Corollaire. Deuz formes quadratiques sur R sont équivalentes si et seulement si elles ont la méme
signature.

1.9. Formes quadratiques positives. La forme quadratique ¢ est dite positive si ¢(z) > 0 pour
tout = € E (donc, si s =0).

La forme quadratique ¢ est dite définie positive si ¢(x) > 0 pour tout z non-nul (donc, si
r=dim(E)).

Lemme. Caractérisation "intrinseque” de la signature. r (respectivement, s) est égal a la di-
mension maximale d'un sous-espace F' tel que la restriction de ¢ (respectivement, de —¢q) sur F' soit
définie positive.

En termes matriciels, A est positive si ‘X AX > 0 pour tout X ; A est définie positive si ' XAX > 0
pour tout X # 0.

Remarque : pour toute matrice C' la matrice A = !CC est positive ; {CC est définie positive si et
seulement si C' est inversible.

1.10. Orthogonalisation de Gauss pour les formes définie positives. Siqy(z) =377, a;;ziz;
est définie positive, on a a;; > 0 pour tout <. Donc dans l'algorithme de Gauss on rencontre uni-
quement le cas 1 (voir 1.7.). La matrice de changement de variables est & chaque étape triangulaire
(supérieure) ; la matrice de passage P vers la base orthonormée dans laquelle ¢ est la somme des
carrés est donc triangulaire supérieure : ‘PAP = I,,. Soit C = P!, Ona A ='CC.

Théoréme de factorisation triangulaire (Gauss-Cholesky).
Pour toute matrice A symétrique définie positive il existe une unique matrice C triangulaire
supérieure & diagonale positive telle que A = {CC.

1.11. Exemple : étude des extréma. Soit f(z1,...,2,) une fonction de classe C? dans R". Soit
0 = (0,...,0) un point critique : %(0) =0,¢=1,...,n. On considére le dévéloppement limité de f
en 0 & Pordre 2 : 52

f(x) = f(0)+ %EU hijriz; +o(||lz]|?), ou hij = azing (0).

La forme quadratique H(x) = Z” hi jxix; est la forme Hessienne de f en 0.

Proposition. (i) Si f admet un minimum local en O, H admet un minimum en 0 et donc H est
positive.

(ii) Si H admet un minimum strict en 0 et donc est définie positive, f admet un minimum local
strict en 0.
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2. PRODUIT SCALAIRE ET ESPACES EUCLIDIENS
2.1. Définitions.

Définition. Soit E un R-espace vectoriel. Un produit scalaire dans E est une forme bilinéaire
symétrique définie positive, noté (.,.).

La norme associée est définie par ||z|> = \/(z, z) - i.e., la racine carrée de la forme quadratique
associée.

On observe que si (-, -) est un produit scalaire alors
r=0 <— Wy (zr,y)=0 <= |z||=0.

Théoréme (Inégalité de Cauchy-Schwartz). Soit (.,.) un produit scalaire, |.|| la norme associée.
Alors |[{z,y)| < ||z||l|yll, et on a égalité si et seulement si x et y sont colinéaires.

Démonstration. Si x = 0 : pas de probléme. On suppose donc que = # 0, et on étudie (tx + y,tx +
y). O

Corollaire. Soit (.,.) un produit scalaire, ||.|| la norme associée. Alors ||.|| vérifie l'inégalité du
triangle, et c¢’est bien une norme. Elle induit donc une distance euclidienne dans E, définie par

d(z,y) = ||z —y|

Le produit scalaire est déterminé par la norme associée (identité de polarisation) :

1
(@y) = (e +yl* = = = y[*).

Remarque : une norme dans E n’est pas en général associée & un produit scalaire. Elle l'est si et
seulement si elle vérifies I'identité du parallélogramme : ||z + y||? + ||z — y||* = 2||=||* + 2]|y||>.

Ezemples : 1. Produit scalaire canonique dans R™ : (z,y) = > 7 zy;, ||z]| = /D] 22.
b
2. E=C([a,0], R), (f.9) = [, f(t)g(t)dL.

Définition. Un R-espace vectoriel de dimension finie muni d’un produit scalaire s’appelle espace
euclidien.

2.2. Vecteurs orthogonaux. Deux vecteurs x et y sont orthogonaux si (z,y) = 0.

Sous-espace orthogonale. Soit A C E; Porthogonal de A est ’ensemble de vecteurs de F
orthogonaux & tous les vecteurs de A :

At ={zecE:Vyec Aona (x,y) =0}

Il est claire que AL est un sous-espace vectoriel de E.

Deux sous-espaces E; et Ey sont orthogonaux si tout vecteur de Ej est orthogonal a tout
vecteur de Fo. Ceci est équivalent a dire que Fy C ElL ou que Fy C E2L Il est évident dans ce cas
que E1 N Ey = {0}.

Définition. Une famille de vecteurs de F est dite orthogonale si les vecteurs de cette famille sont
deux & deux orthogonaux.

Une famille de vecteurs de E est dite orthonormeée si elle est orthogonales et tous ses vecteurs
sont de norme 1.

Lemme (“Théoréeme de Pythagore”). Soit (v1,...,vx) C E une famille orthogonale, et u = Zlf ;.
Alors [[ul]? = 327 [Jvil*

Lemme. Une famille orthogonale sans vecteurs nuls est libre.
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D’une famille orthogonale (eq, ..., ey, ...) on peut facilement passer a une famille orthonormée en
normalisant les vecteurs e; : eg = W
FEzemple. 1. Dans 'espace des fonctions continues C([0,27], R) avec le produit scalaire (f,g) =
2
0

est orthonormée.

2. Dans ’espace des fonctions continues C'([—1, 1], R) avec le produit scalaire (f, g) = f_ll ft)g(t)dt
la famille des polynémes

(pn(t) = C}%(tz — 1)™)pn>0 est orthogonale.

f(t)g(t)dt la famille (1, cos nz, sin nx),>1 est orthogonale et la famille (\/%, ﬁ cosnz, ﬁ sinnw)p>1

2.3. Coordonnées dans une base orthonormée. Soit (e, ..., e,) une base orthonormeée , soit
r =Y Twe, y =Y 1 ye. Alors (z,9) = ST aw, [|2]]? = 37 |zie]? = D27 2? (“théoréme de
Pythagore”) et z; = (x,¢e;).

Coordonnées dans une base orthogonale : (z,y) = > ] (e;, €i)xiyi

”‘THQ = Z?<€Z,€1>[E? et Ty = <<:i7,zii>>'

2.4. Orthogonalisation de Gram-Schmidt. Soit (vy, ..., vy, ...) une famille libre dans E. On peut
construire une famille orthonormée ey, ..., e, ... telle que Vect(vy, ..., vx) = Vect(ey, ..., ex) pour tout
k > 1. (Autrement dit, ey est une combinaison linéaire de vy, ..., vk.)

Construction par récurrence :

_ - _ k _ _Chky1
On pose e; = ”%”, €htl = Vkt1 — 21 (Vkt1, €5)€; €t epy = =2+

_Ck41

[

Corollaire. Tout espace euclidien admet une base orthonormée. Toute famille orthonormée dans
un espace euclidien peut étre complétée en une base orthonormée.

Remarque : le corollaire est faux en dimension infinie : 'espace des fonctions continues C([a, b], R)
n’admet pas de base orthogonale au sens algébrique.

2.5. Projection orthogonale.

Définition. Soit F muni d’un produit scalaire, F' C E un sous-espace. On appelle une projection
orthogonale sur F' une application Pr: E — F telle que x — Pr(z) L F pour chaque x € E.

On observe que x — Pp(z) L F ssi (x — Pp(z),2z) = 0) pour tout z € F, ssi (z,2) = (Pp(x), 2)
pour tout z € F.

Proposition. Soit E muni d’un produit scalaire, F' C FE un sous-espace.

(i) Si une projection orthogonale Pp: E — F existe alors elle est unique. Dans ce cas l'unique
projection orthogonale est linéaire, elle est Uidentité sur F, et ker Pr = F. Autrement dit,
E =F @ F* et Pp est la projection sur F parallélement o F*.

(ii) Si F est de dimension finie alors P existe.
Démonstration. Unicité : si y,y € F sont tels que x —y L F et x —y' L F on obtient y — ¢y’ L F.
En particulier y —y' Ly —vy' dou|ly—¢||=0et y =1y

Linéarité : Pr(Ax 4+ y) = APp(z) + Pp(Y) par unicité, puisque pour tout z € F on a

Az +y,2) = Mz, 2) + (y,2) = MPr(2),2) + (Pr(y), 2)
= (APp(z) + Pr(y), 2).

Si x € F alors Pp(z) = 2 par unicité. Finalement, par 1'unicité on a z € F* ssi x — 0 L F ssi
Pr(z) =0.

Existence : On suppose maintenant que F' est de dimension finie. Soit (e, ..., €,) une base or-

thonormée de F', et définissons Pp(z) = Y (x;,e;)e;. On vérifie que © — Pp(x) L e; pour chaque
j=1,...,n,donx — Pp(x) L F. O



Remarque. Supposons que Pr existe et soit z € E. Alors  — Pr(z) € F* et 2 — (v — Pp(x)) =
Pp(x) L F+. Donc Pp. existe et est égale a Id — Pp.

Il en suit en particulier que F = F+ @ (F)L. Puisque F C (F*)1, on obtient F' = (F*)*.

Par contre : il est possible en dimension infinie que Pp n’existe pas, et que (F+)t D F.

Projection orthogonale dans une base quelconque. Le vecteur y = Pp(x) est caractérisé par les
conditions y € F et (y, z) = (x,z) pour tout vecteur z de F.

Soit (e1,...,en) une base de F. La derniére condition est donc équivalente a (y,e;) = (x,¢; ),
j7=1,..n.

Posons Pp(x) = 2711 yie;. pour déterminer les coefficients y; on doit résoudre le systéme :

n
Zy,-(ei,ej) = (x,€j), j=1...,n
1

La matrice de ce systeme G = ((e;, e;)) s’appelle matrice de Gram. Soit (€1, ...,€,) une base
orthonormée et e; = . a;;€;, 1.e., a;j = (€, e;). Soit A = (a;j), alors G = 'AA. En particulier, G
est définie positive et det G = (det A)2.

2.6. Projection othogonale et meilleur approximation en moyenne quadratique. Dis-
tance a un sous-espace.

Lemme. Soit F' est un sous-espace de dimension finie et © € E. Le point y = Pp(x) est le point de
F' le plus proche de x. En d’autres termes, c’est un minimum global strict de la fonction z — ||x — z||
sur F.

En particulier, d(x, F) = d(z, Pp(x)).

Démonstration. En effet, soit 2 € F, z #y. Alorsy — 2 € Fdouz—y Ly—zet ||z —z|* =
lz = yl* + lly — 21 > [z — y* O

Ezemple. Ajustement affine.

Soit x1 < k9 < ... < Ty et S = (21, ..., Tp).

Soit F l'espace des fonctions définies sur S a valeurs réelles.

Le produit scalaire dans E est défini par (f,g) = > 1 f(zi)g(z:);

Etant donné f, l'ajustement affine par les moindres carrés consite a déterminer une fonction affine
d(z) = ax + b telle que 'écart ||f — ¢||> = Y 7[f(zi) — ¢(x)]? soit minimal.

La réponse est donnée par la projection orthogonal sur le sous-espace des fonctions affines. Les
coefficients a et b sont les solutions du systéme linéaire : (¢,1) = (f,1), (¢,x) = (f,x). Plus
explicitement,

na + (3o zi)b = > f(zi),

(Caa+ (Nadh =Y wif ().

Ezxemple. Meilleure approzimation en moyenne quadratique par des polyndémes trigonométriques.

Un polynome trigonométrique de dégré < n est la somme p(t) = ag+ Y. (ax cos kt + by, sin kt).
Soit f € C([0,27]) une fonction continue. On cherche on polynéme trigonométrique p de degré < n
tel que I'écart fOQW(f(t) — p(t))%dt soit minimal.

La réponse est donnée par la projection orthogonal dans C([0,2x]) sur le sous-espace des poly-
nomes trigonométriques de dégré < n; le produit scalaire est (f, g) = 027r f(t)g(t)dt. On a la famille
orthogonale : (1,cosnx,sinnz),>1. On en déduit les coefficients du polynome p(t) de meilleure

approximation : ag = 5= 027r ft)dt, a, =+ 027r f(t) cos(kt)dt, by = L 027r f(t)sin(kt)dt.

2.7. Inégalité de Bessel et égalité de Bessel-Parseval. Soit F un espace euclidien, soit (e, ..., €y)
une famille orthonormée.
Soit x € E et x; = (x,¢;). Il est claire que > 1, 22 < ||z
8



Lemme. Soit x € E. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
- nooo2 2
(1) 2imy i = [l
(i) @ =Y ze;.
(iii) = appartient a U'espace vectoriel engendré par (ei,...,e,) (donc x est une cobinaison linéare
des vecteurs ey, ..., ep ).
Soit maintenant dim(E) = oo.

Théoréme. Soit (e1,...,en,...) une famille orthonormée infinie, x € E et x; = (x, €;).
A. Pour tout n on a Y » 22 < ||z|? et la série Y 0, x? converge.
B. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) 222 2 = [l
(ii) Tr = limnﬁoo Z?:l €Ti€e;.
(i) = appartient a l'adhérence de ’espace vectoriel engendré par la suite (eq,...,en,...).

Démonstration. Posons yn, = Y | zie; et 2 = & — Yp. Alors yn = Pyecy(ey,....en)(2), d00 4 L 2, et

n
121? = lyal® + lzall® = lyl* =Y o,
=1

d’ott le premier énoncé. Maintenant :
(i) = (i): Si 22, 27 = [l2]® Cest que [|z[|* = 5, @f "= 0. Or ||2]|? = 0, af = ||z — %,
d’ot x = lim y,,.
(ii) = (iii): Clair.

(iili) = (i): On suppose que pour chaque ¢ > 0 il existe w € Vect(ey,...,ep,...) tel que

|z — w|| < /. Fixons €, et exprimons w = Y ;" w;e; (o n dépend de w!) Alors ¢ >

Iz = wl? = lyn — 0+ 2] = g — wlP + [50]F > 2] = 2]  [[gall? > 0. On a donc

montré que pour chaque £ > 0 il existe n tel que € > ||z, |. Puisque la suite ||y,[|?> = Y., 22
est croissante, on obtient ||y, ||> — [|z?, ie., Yoo, 2? = |||

g

Egalité de Bessel-Parseval dans une "base” orthogonale.

Si (e1, ..., en,...) est une famille orthogonale et = appartient a ’adhérence de ’espace vectoriel
engendré par la suite (eq, ..., €y, ...), alors

\2
lall? = 3o,

Ezemple : séries de Fourier. Avec le produit scalaire (f,g) = 0% f(t)g(t)dt dans C([0,27]) la
famille (1, cosnt,sinnt),>1 est orthogonale; les combinaisons linéaires des ses fonctions - les poly-
nomes trigonométriques - sont denses dans C([0, 27]). Soit ag = = 0% ft)dt,a, = 1 027r f(t) cos(nt)dt,
by = L [77 f(t)sin(nt)dt. On a Dégalité de Parseval :

—xJo

1 2w 271 o2 0 2 2
T Jo f(t) dt = 2a’O + Zn:l(an + bn)
3. ENDOMORPHISMES D’ESPACES EUCLIDIENS

3.1. L’endomorphisme adjoint. Soit F un espace euclidien, End(E) I'espace d’endomorphismes
de F (c’est-a-dire, des applications linéaires £ — E).

Pour f € End(E), on s’intéresse aux formes bilinéaires (z, fy) et (fx,y).
Définition. Soit f € End(E). On appelle adjoint de f un endomorphisme f* € End(F) tel que
pour tout z,y € E :

(fz,y) = (z, [y).

9



Proposition. (i) Pour tout f € End(F), il existe un unique endomorphisme adjoint f*.
(ii) Si B est une base orthonormée, on a Mp(f*) = ‘Mg(f).

Démonstration. Soit B = (e1,...,e,) une base orthonormée et A = (a;;) = Mp(f). On a fe; =
>, aije; dou (e;, fej) = a;;. Montrons d’abord l'unicité, en supposant que f* existe.
n n
f*ei = Z<f*ei7 €j>ej = Z €, fe] €j = Zawe]
j=1 j=1

d’ott Mg(f*) =tA et l'unicité de f*.
Pour l'existence, on choisit f* comme 1'unique endomorphisme tel que Mg(f*) = tA.
(ei, fej) = aij = (fei, e5).
Il en découle que (zx, fy) = (f*x,y) pour tout x,y (et ceci ne dépend plus de la base B!) O

Définition. Un endomorphisme f est dit auto-adjoint ou symétrique si f = f*.

Un endomorphisme f est symétrique ssi sa matrice dans une (toute) base orthonormée est symé-
trique.
Ezemple. Une projection orthogonale est symétrique.

Lemme. (i) L’application f — f* est linéaire :
(f+9)" =f"+g, (af) =af
(ii) On a
(f9)"=g"f ()=
(i) Si f est inversible, f* lest aussi et
() =0y
3.2. Endomorphismes orthogonaux, matrices orthogonales.

Définition. Un endomorphisme f € End(FE) est dit orthogonal si f7l = f*.
Une matrice O € M, (R) est dites orthogonale si O~! = 0.

Un endomorphisme f est orthogonal ssi sa matrice dans une (toute) base orthonormée est ortho-
gonale.

Proposition. Si f,g sont des endomorphismes orthogonauz alors f=' et fg le sont aussi. En
particulier, ’ensemble des endomorphismes orthogonauz, noté O(E), est un groupe.
Pareil pour les matrices. Le groupe des matrices orthogonales est Op,(R) = {A € M,(R) : TAA =
Id}.
Proposition. Pour f € End(FE), les propriétés suivantes sont équivalentes.
(i) f est orthogonal.
(ii) f est isométrique : ||fz| = ||| pour tout x.
(iii) f préserve le produit scalaire : (fx, fy) = (x,y) pour tout x,y.
(iv) f transforme toute base orthonormée en base orthonormée.
(v) f transforme une base orthonormée en base orthonormée.
Démonstration. (i) = (ii). || fal]? = (fz, fz) = (&, f*fz) = (0, f f) = {2, 2) = |22

(ii) = (iii). Puisque le produit scalaire est détermine par la norme (identité de polarisation).
10



(ili) = (iv). Soit B = (e1,...,epn) une base orthonormée. Alors (fe;, fe;) = (e;,ej) = 0;j =

1 i=j
0 i#j (
donc libre, de taille n = dim F, ¢’est donc une base.

le delta de Kronecker). Donc, (fei, ..., fey,) est aussi une famille orthonormée. Elle est

(iv) = (v). Clair.

(v) = (i). Soit B = (ey,...,e,) une base orthonormeée telle que (fey,..., fe,) est aussi une
base orthonormeée, et montrons que f*fzr = x pour tout z. En effet on a z = > 1" | (z,e;)e; d’on
fx=>"" (x,e;) fe;. Puisque (fei,..., fe,) est une base orthonormeée : fo = > "  (fx, fe;)fe; =
Sor(f*fx,ei) fei. I en découle que (z,e;) = (f*fx,e;) pour tout ¢ = 1,...,n. Par conséquent :

n n
x = Z(a:,eﬁei = Z(f*fx,ei)ei = f*fx.
i=1 i=1
Donc f* = f~1. O
Lemme. Soit B = (e1,...,e,) une base orthonormée, B' = (€}, ..., el,) une base quelconque, P la

matrice de passage. Alors P est orthogonale ssi B' est orthonormeée.

Démonstration. Soit f I’endomorphisme qui envoie B & B, de sorte que P = Mg(f).
Alors P est une matrice orthogonale ssi f est un endomorphisme orthogonal ssi B’ est une base
orthonormée. I

Lemme. Une matrice A € M, (R) est orthogonale ssi ses colonnes (lignes) forment une base or-
thonormée de R" par rapport au produst scalaire standard.

3.3. Théoréme spectral : diagonalisation des endomorphismes et matrices symétriques.

Lemme. (i) L’orthogonal d’un sous-espace stable par f est stable par f*. C’est & dire que si
F C E est un s.e.v. tel que f(F) C F alors f*(F*) C F*.

(ii) ker f* = (im f)* et im f* = (ker f*)*.

Corollaire. Si f est symétrique, alors ker f = (im f)*, et E = ker f @ im f. De plus, l’orthogonal
d’un sous-espace stable par f est stable par f, i.c., si f(F) C F alors f(F*) C F*.

Lemme. Un endomorphisme f € End(E) est une projection orthogonale ssi f = f* = f2. Autre-
ment dit, f est une projection orthogonale ssi f est auto-adjoint et idempotent (f = f2).
Dans ce cas : f = Pr ot F'=1im f.

Démonstration. => : Soit F C E un s.e.v. Alors on sait déja que P2 = P, et (Ppz,y) =
(Ppz, Pry) = (X, Pry) implique Pp = P}.

< :soit f € End(FE) tel que f = f* = f?, et posons F' = im f. Puisque f = f* onaker f L im f,
i.e., ker f L F. Puisque f = f2on a f(r — fx) =0, dott  — fo € ker f. On obtient fz € F et
xz — fx L F pour tout z, d’ou f = Pg. O

Lemme. Soit f un endomorphisme auto-adjoint. Alors f admet une valeur propre réelle.

Remarque. Soit E un espace euclidien, G C F' C F des s.e.v. On a a priori deux projections
orthogonales sur G, de E et de F, respectivement, que 'on notera : Pg: F — G et Pg: F — G, ce
qui risque d’engendrer la confusion.

Or : si on vérifie les définitions, on voit que Pg = Pglp est la restriction de Pg a F. On peut
donc se permettre d’écrire Pga sans risque d’ambiguité. De surcroit, puisque Pp est l'identité sur
G on a PrPg = Pg, dou PgPr = PéP} = (PrpPg)* = Pé = P

11



Théoréme (Théoréme spectral, lére formulation). Soit f un endomorphisme auto-adjoint. Soit
(A1, ..., Ax) les valeurs propres de f, et soit E; = ker(f — \;Id) le sous-espace propre correspondant
a N;. Alors

i) Les sous-espaces propres de f sont deur & deux orthogonauz, i.e., E; i pour i # j. En
i) L d td i d th e, B L Ej ' . B
plus, By ® By ® ... B, = E.

(ii) Décomposition spectrale : f = Zle \iPg,.

Corollaire (Théoréme spectral, 2éme formulation). Soit f un endomorphisme auto-adjoint. Alors
f est diagonalisable dans une base orthonormée. Autrement dit, il existe une base orthonormée qui
consiste en des vecteurs propres de f.

Corollaire. Soit A € M, (R) une matrice symétrique. Alors
(i) Toutes les valeurs propres de A sont réelles.

(ii) A est diagonalisable par une matrice orthogonale : il existe une matrice orthogonale O telle
que O~1AO =*0AO est diagonale.

On observe que la réciproque est vrai également : si O est orthogonale et ‘OAQO est diagonale, A
est symétrique.

3.4. Diagonalisation simultanée d’endomorphismes ou matrices.

Lemme. Soit f,g € End(E) auto-adjoint, et supposons qu’ils commutent : fg = gf. Soit F C E
un espace propre de f. Alors

(i) Les s.e.v. F et F+ sont stables par g : g(F) C F et g(F*) C F*+.
(iii) Si G est un espace propre de g alors on a PrPg = PgPp = Ppg.

Démonstration. Soit A la valeur propre telle que F' = ker(f — A1d). Si « € F alors fgx = gfx =
g(Ax) = Mgz d’ou gx € F également, donc g(F') C F. Puisque g est auto-adjoint, ceci implique que
g(F+) C F-.

Pour montrer que Prgx = gPrx, il faut montrer que gPpx € F et gr — gPrpax L F. On sait déja
que gPpx € F. Aussi, x — Ppx € F+ d’'ott g(x — Ppz) € Ft, ie., gv — gPpz L F.

Appliquant le point précédent a g, Pp on obtient : PPr = PpPg. On calcule : (PgPr)* =
(PgPr)? = PgPr et im(PgPr) = GNF d’ou PoPr = Ponr. O

Corollaire. Soient f1, fo,... € End(F) des endomorphismes auto-adjoints qui en plus commutent
entre eux. Alors ils sont simultanément diagonalisables dans une base orthonormée. Autrement dit,
il existe une base orthonormée B dans laquelle toutes les matrices Mp(f;) sont diagonale, i.e., les
membres de B sont des vecteurs propres de chacun des f;.

3.5. Diagonalisation d’une forme quadratique dans une base orthonormeée. Soit ¢ une
forme quadratique et soit f un endomorphisme auto-adjoint tel que ¢(z) = (z, f(x)). On a vu
que dans une base orthonormée g et f ont la méme matrice. Donc dans une base orthonormée de
vecteurs propres de f la matrice de ¢ est diagonale et ¢ est une combinaison linéaire de carrés.

Proposition (Réduction aux axes principaux). Pour toute forme quadratique q il eziste une une

base orthonormée dans laquelle la matrice de q est diagonale et q est une combinaison linéaire de
P o n_ 92 . ) 5 . ..

carrés : q(x) = Y| a;x;. Les coefficients a; sont les valeurs propres de l’endomorphisme auto-adjoint

f associé (q(x) = (z, f(z))).

On peut reformuler ce résultat comme la diagonalisation simultanée de deux formes quadratiques :
la forme ¢ et le produit scalaire (z,x).
12



3.6. Endomorphismes positifs. Si f est un endomorphisme symétrique, la forme bilinéaire ¢y =
(x, fy) est symétrique (et coincide avec (fz,y)). On 'appelle la forme bilinéaire associée a f.

Un endomorphisme symétrique f est dit positif (respectivement, défini positif) si la forme
associée (z, fy) est positive (respectivement, définie positive).

Le théoréme spectral montre qu'un endomorphisme symétrique est positif (respectivement, défini
positive) si et seulement si toutes ses valeurs propres sont positives (respectivement, stictement
positives).

Une matrice symétrique A est dite positive (respectivement, définie positive) si {XAX > 0
pour tout X € R" (respectivement, ‘X AX > 0 pour tout X non-nul).

Exemple : racine carré d’une matrice positive. Soit f un endomorphisme positif, II; le projecteur
spectral associé a la valeur propre \;, i = 1,...,k. On a f = > NII;. Posons g = > /A1, Alors
g est symétrique positif et g2 = f. On montre facilement qu’une telle racine carré positive v/f = g
est unique (en considérant la décomposition spectrale de g).

3.7. Décomposition polaire. Théoréme. Soit f un endomorphisme inversible. 1l existe un unique
endomorphisme orthogonal U et un unique endomorphisme défini positif S tels que f = US.

Construction : On pose S = /f*f; S est défini positif. On définit U par U = fS~! et on vérifie
que U est orthogonal : U*U = S~ f*fS—! = §-1825-1 = Id.

3.8. Symétrie par rapport a4 un sous-espace. Réflexions. Soit F' un sous-espace de F et
E=FaeFll décomposition orthogonale. Pour x € E on écrit x = x1 + x2 avec x1 € F et
ry € F+. La symétrie sp par rapport a F est définie par sp(z) = 21 — 2.

Une symétrie par rapport & un hyperplan s’appelle réflexion. Si F' est un hyperplan et e le
vecteur unitaire orthogonal & F, la réflexion par rapport au F' s'écrit sp(z) =z — 2(z, €)e.

)
2 %

Plus généralement, si z est un vecteur quelconque et F' = z* alors sp(z) =z —

)

Le déterminant d’une réflexion est donc toujours —1.

Matrice d’une réflexion :

Lemme. Toute réflexion est orthogonale.

Théoréme. Soit f € End(FE) orthogonal, r = rg(f — 1d). Alors f s’exprime comme produit d’au
plus v réflexions. En particulier, f s’exprime comme produit d’au plus n = dim E réflexions.

Démonstration. Par récurrence sur r.
Supposons que c’est vrai pour 7’ < r et montrons pour r. Sir =0 : f = Id est la composition de
zéro réflexions. Sinon, f # Id, et il existe y tel que fy # y. Soit z = fy —y # 0 et F = 2+, Alors :

12117 = 2[yl1* — 2y, fy).

. ol (32)

Pou\r tout x : sp(x) =z — 2 2 =T~ GE=aT
Dot sp(y) = f(y) et sp(z) = —=.
Si fe =z alorsx L z et sp(z) = x.
On applique 'hypothése de récurrence a spf. O
Transformations orthogonales en petite dimension.
Dimension 1. Uz =z ou Ux = —=.
Dimension 2. a) dét U > 0 : U est une rotation.
Sa matrice est U = C(.)St st

sint cost

b) dét U < 0 : U est une réflexion.
13



Sa matrice est U = < cost st )

sint — cost

Dimension 3. a) dét U > 0 : U est une rotation autour d’un axe.

b) dét U < 0: U est une réflexion composée avec une rotation autour de ’axe orthogonal au plan
de réflexion.

Remarquer qu’il y a (au moins) une valeur propre réelle.

3.9. Réduction des endomorphismes orthogonaux.

Lemme. Soit O € M, (R) une matrice orthogonale. Alors toutes les valeurs propres (complezes) de
O sont de module 1.

Lemme. Soit U € M, (C) tel que U™! ='U (une telle matrice est appelée unitaire). Alors toutes
les valeurs propres de U sont de module 1.

Démonstration. Supposons que X € C™\ {0}, UX = AX, et posons || X|]? = XX = |z;> > 0.
Alors :

|X]? = XX ='X(IUU)X = ({UX)UX = (N X)(AX) = A\ X%,
dont (A2 =M= 1. O

Lemme. Soit A € M,(R) quelconque. Il existe un sous espace F C R™, 1 < dim F < 2, qui est
stable par A.

Démonstration. Si A admet une valeur propre réelle A, il existe X € R™ \ {0} tel que AX = A\ X,
donc F' = Vect(X) est stable par A, de dimension 1.

Sinon, soit A € C\ R une valeur propre, et soit X € C" un vecteur propre, AX = A\X, d’on
AX = MX. Puisque A # A\, X et X ne sont pas colinéaire, on peu donc poser Y = X +X € R"\ {0}.
An a AY = AX + AX et A2Y = XX 4+ X°X = (A + M)AY — A\Y, ot A + A\, A\ € R. Donc
F = Vect(Y, AY) C R" est stable par A. O

Proposition. Soit U un endomorphisme orthogonal.
(i) Si le sous-espace I est stable par U, alors F* est stable par U.
(ii) Toute valeur propre de U est de module 1.

(iii) E se décompose en somme orthogonale des sous-espaces stables par U de dimension 1 ou 2.

Démonstration. (i) On a U(F) C F et puisque U est inversible, dimU(F) = dim F, d’ou F =
U(F). Ainsi, F est stable par U~!, i.e., par U*. Maintenant, si z € Fletye FalorsU*y e F
et (Uz,y) = (z,U*y) =0, donc Uz € F* également.

(ii) D’apres le Lemme.
(iii) D’aprés le Lemme précédent, E admet un sous-espace vectoriel F' C E| tel que F' est stable

par U et dim F < 2. Puisque F- est aussi stable par F on peut procéder par récurrence.
O

4.7. Orthogonalisation de Gram-Schmidt et la décomposition orthogonale-triangulaire
(décomposition QR).

Théoréme. Soit A une matrice inversible. Il existe I'unique matrice orthogonale @ et I'unique
matrice triangulaire supérieure R avec une diagonale positive telles que A = QR.

Construction : La matrice ' AA est définie positive. Soit AA =! RR la décomposition de Cholesky,
ol R est triangulaire supérieure. On définit Q par Q = AR™! et on vérifie que Q est orthogonal :
{QQ =' R1IAAR = R-\!'RRR™! = Id.
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La décomposition QR est liée & 'orthogonalisation de Gram-Schmidt. Soit vy, ..., v, les colonnes
de A, eq, ..., e, les colonnes de Q et B = R™! (B est triangulaire supérieure et (eq, ..., e, ) est une
base orthonormée).

La relation A = QR est équivalente & Q = AB qui s’écrit en termes des colonnes de fagon
suivante :

e1 = biivy,

ez = b1av1 + boova,

..... g

€k = Zi:l bivi

Donc e est une combinaison linéaire des vecteurs vy, ..., v pour tout k > 1.

4. ESPACES HERMITIENS

1. Formes hermitiennes.

La théorie des formes et espaces hermitiens est paralléle & celle des formes bilinéaires symétriques
et des epaces euclidiens.

1.1. Définition. Soit F un espace vectoriel sur C.

Une forme hermitienne sur F est une application h: E x F — C, vérifiant :

L. h est linéaire a droite : h(z, ay + Bz) = ah(z,y) + Bh(z, 2),

2. h est semi-linéaire & gauche : h(ax + By, z) = ah(z, z) + Bh(y, 2).

3. Symeétrie hermitienne : h(y,z) = h(x,y) pour tous x,y € E.

(Noter que 2. est la conséquence de 1. et 3.)

Pour une forme hermitienne h on définit la forme quadratique associée g, : E — R : qi(z) =
h(z,z). Noter que gy est a valeurs réelles.
La forme hermitienne est déterminée par la forme quadratique associée :

1 . . . .
h(z,y) = Zlan(e +y) = an(z —y) +ign(e —iy) —ign(z + iy)]
("identité de polarisation”).

L’ensemble de toutes les formes hermitiennes est un espace vectoriel sur R : si hq, ..., by sont des
formes hermitiennes et ay, ...a; des scalaires réels, aj¢1 + ... + agpi est une forme hermitienne.

Ezemples. 1. Si f et g sont deux formes C-linéaires, ¢(x,y) = f(x)g(y) + g(z) f(y) est une forme
hermitienne.

2. Soit E l'espace des matrices k x n sur C'; alors h(A, B) = tr(*AB) est une forme hermitienne.

3. Soit E = C([a,b],C) l'espace des fonctions continues sur [a,b]. Alors ¢(f,g) = f;mg(t)dt
est une forme hermitienne.

1.2. Expression en coordonnées. On suppose que dim F =n < co.
Soit B = (e1,...,e,) une base de E, x = > | mie;, y = > 1 yi€;.
Alors h(z,y) = >0 Tiyj(ei ej) = D07 —1 aijTiyj ot a;j = hei, €;).
La matrice A = (a;;) = (h(ei, e;)) est la matrice de la forme hermitienne h dans la base B .
Cette matrice est hermitienne : a;; = aj;, ou tA = A. La forme quadratique associée s’écrit :
qn(x) = szzl Qi TiT 5.
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Soit X la colonne des composantes du vecteur = : X = (z1, ..., 2, ). Alors on peut écrire h & I’aide
de la multiplication matricielle :

h(z,y) =tXAY

1.3. Changement de base (changement linéaire de coordonnées).
Soit B’ = (€], ..., €},) une autre base de E, soit X" et Y’ les colonnes des coordonnées des vecteurs
x et y dans la base B'.
Ona X = PX'et Y = PY’, ot P est la matrice de passage de B a B'. Alors h(x,y) = I XAY =
IXTPAPY' =1X'A'Y’ ot
A'=1PAP

est la matrice de la forme h dans la base B'.

1.4. Equivalence des formes. Deux formes hermitiennes h et h’ définies dans E et E’ sont
dites équivalentes si il existe un isomorphisme f: E — E’ tel que h(z,y) = b'(f(z), f(v)).

Si dim(F) < oo, les formes h et h' sont équivalentes si leurs matrices A et B sont liées par
B = tPAP avec P inversible (autrement dit, si on peut trouver deux bases dans lequelles h et b’/
ont la méme matrice).

1.5. On appelle rang d’une forme hermitienne le rang de sa matrice (il ne dépend pas du choix
de la base). On dit que la forme est non-dégénérée si son rang est é¢gal a la dimension de F.

Le noyau de h est défini par

Ker h={z € E:Yy € E,h(z,y) =0}.

On a : rang (h) + dim (Ker h) = dim (F).

1.6. Soit h une forme hermitienne. Les vecteurs = et y sont orthogonaux si h(z,y) = 0. Une
base est dite orthogonale si ses vecteurs sont deux & deux orthogonaux.

Dans une base orthogonale la forme s’écrit h(z,y) = Z? a;T;y;, avec a; € R et la matrice de
h est diagonale. La forme quadratique associée devient alors une combinaison linéaire de carrés :
a(@) = X7 ailaif2

Le rang de h (ou de q) est le nombre de coefficients a; non-nuls. Le noyau de h est engendré par
les vecteurs de base e; pour lesquels a; = 0 (a; réels).

1.7. Orthogonalisation de Gauss (réduction en carrés).

L’orthogonalisation de Gauss permet de fabriquer une base orthogonale pour la forme quadratique
hermitienne g5 (z) = 3°7';_; a;;Tiz; par des changements de coordonnées successives.

La méthode est la méme que pour les formes bilinéaires symétriques.

Résultat : toute forme hermitienne admet une base orthogonale.

1.8. Classification des formes hermitiennes. Signature
Soit ¢ une forme quadratique hermitienne. Dans une base orthogonale, si on regroupe les coeffi-
cients positifs et négatifs, ¢ s’écrit :

q(z) = 30 ailzi|®> — X025 ailw|? avec a; > 0, i =1,...,k et r + s est le rang de q.

Théoréme (loi d’inertie de Sylvester). Les entiers r et s (le nombre de carrés positif et
négatifs) sont indépendants du choix de la base g—orthogonale.

Le couple (r, s) s’appelle signature de la forme hermitienne.
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Corollaire. Deux formes hermitiennes sont équivalentes si et seulement si elles ont la méme
signature.

1.9. La forme quadratique hermitienne ¢ est dite positive si ¢(z) > 0 pour tout « € E (donc,
si s =0); elle est dite définie positive si ¢(z) > 0 pour tout z non-nul (donc, si r = dim(E)).

En termes matriciels, A est positive si tX AX > 0 pour tout X ; A est définie positive si I XAX > 0
pour tout X # 0.

Remarque : pour toute matrice C' la matrice A = {C'C' est positive; {CC est définie positive si et
seulement si C est inversible.

1.10. Orthogonalisation de Gauss pour les formes définie positives.

Si q(z) = szzl a;;T;x; est définie positive, on a a; > 0 pour tout ¢. Donc dans l'algorithme
de Gauss la matrice de changement de variables est & chaque étape triangulaire (supérieure); la
matrice de passage P vers la base orthonormale dans laquelle ¢ est la somme des carrés est donc
triangulaire supérieure et {PAP = I,,. Soit C = P~!. Ona A ={CC.

Théoréme de factorisation triangulaire (Gauss-Cholesky).

Pour toute matrice A hermitienne définie positive il existe une unique matrice C' triangulaire
supérieure a diagonale positive telle que A = {CC.

2. Espaces Hermitiens.

2.1. Soit E un C-espace vectoriel. Un produit scalaire sur F est une forme hermitienne définie
positive, noté < .,. >.

La norme associ¢e est définie par ||z||? =< z,2 >.

L’inégalité de Cauchy-Schwartz | < x,y > | < ||z|/||y|| entraine I'inégalité du triangle ||z + y|| <
el + .

La distance d dans F est définie par d(x,y) = ||z — y||.

Le produit scalaire est déterminé par la norme associée ("identité de polarisation").

Un C-espace vectoriel de dimension finie muni d’un produit scalaire s’appelle espace hermitien.

Ezemples : 1. Produit scalaire canonique dans C" : < z,y >= Y| T;y; ; la norme est donnée par
le "théoréme de Pythagore" : ||z[|? = D7 ||

2. E=C([a,b],C), < f,g >= [V F{t)g(t)dt.

2.2. Deux vecteurs x et y sont orthogonaux si < z,y >= 0.

Sous-espace orthogonale. Soit A C E; Porthogonal de A est ’ensemble de vecteurs de F
orthogonaux & tous les vecteurs de A :

At={zcE:Vyc Aona<uxy>=0}

1l est claire que AL est un sous-espace vectoriel de E.

Deux sous-espaces F; et Ey sont orthogonaux si tout vecteur de Ej est orthogonal a tout
vecteur de Fo. Ceci est équivalent a dire que Fy C ElL ou que Fy C E2L Il est évident dans ce cas
que Ej () E2 = {0}.

Famille orthogonale. Une famille de vecteurs de E est dite orthogonale si les vecteurs de
cette famille sont deux & deux orthogonaux.

Une famille de vecteurs de E est dite orthonormale si elle est orthogonales et tous ses vecteurs
sont de norme 1.

Lemme. Une famille orthogonale sans vecteurs nuls est libre.
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D’une famille orthogonale (eq, ..., ep,...) on peut facilement passer a une famille orthonormale en

normalisant les vecteurs e; : eg = H?H'
1

Ezemple. 1. Dans ’espace des fonctions continues C([0, 27|, C) avec le produit scalaire < f,g >=

7= 027r F(t)g(t)dt la famille (™), cz est orthonormale.

2.3. Coordonnées dans une base orthonormale.

Soit (e, ...,e,) une base orthonormale , soit © = > [ zie;, y = > j yiei. Alors < z,y >=
S Ty, ||l2)|? = X7 [24]? ("théoreme de Pythagore") et z; =< e;,x >.

Coordonnées dans une base orthogonale : < z,y >= Y"1 < e;,€; > Ty,

|22 = 37 < eirei > |zif? et @y = S22

2.4. Orthogonalisation de Gram-Schmidt.

Soit (v1, ..., Up, ...) une famille libre dans E. On peut construire une famille orthonormale ey, ..., e, ...
telle que Vect(vy, ...,vx) = Vect(ey, ..., ex) pour tout k > 1. (Autrement dit, ex est une combinaison
linéaire de vy, ..., vg.)

La construction est la méme que pour un produit scalaire euclidien.

Corollaire. Tout espace hermitien admet une base orthonormale. Toute famille orthonormale
dans un espace hermitien peut étre complétée en une base orthonormale.

2.5. Projection orthogonale.

Soit F un espace muni du produit scalaire et F' C E un sous-espace.

Motivation. On sait que F'()F+ = {0}. Supposons que F'* est un supplémentaire de F, donc
E = F@ F*, somme directe orthogonale. (Ceci est toujours vrai en dimension finie.)

Le projecteur othogonal sur F', noté Pr, est par définition le projecteur sur F' parallélement a
FL.Siz € E on décompose & = x1 + 29 avec x1 € F et x5 € F-; alors, par définition, Pp(z) = 1,
la composante "orthogonale" de x dans F'.

Noter que le projecteur orthogonal sur F* est Pp. = Id — Pr.

Définition. Soit /' C E un sous-espace de dimension finie.

Soit (eq, ..., en) une base orthonormale de F'.

On définit Pp : E — E par Pp(z) =) ] <e;,x > ¢;. Alors on a

Lemme. Py est un projecteur sur F parallélement & F*-.

Corollaire. Si F est un sous-espace de dimension finie, F- est un supplémentaire de F' : E =
F @ F+, somme directe orthogonale. On a aussi (F*)% = F.

Projection orthogonale dans une base quelconque.

Le vecteur y = Pp(x) est caractérisé par les conditions

y € Fet <z y>=<zx> pour tout vecteur z de F.

Soit (e, ..., en) une base de F'. La derniére condition est donc équivalente & < e;,y >=< e;,z >,
j=1,..n.

Posons Pp(x) = 2711 yie;. pour déterminer les coefficients y; on doit résoudre le systéme :

Yy <epe >=<epx > j=1,..,n

La matrice de ce systéme G = (< e;,e; >) s’appelle matrice de Gram. Soit (€1, ..., €,) une base
orthonormale et e; = El a;i;j€;, donc
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aij = (< e;,€ >). Soit A = (ay;), alors G = tAA. En particulier, G est définie positive et dét
G=|dét AJ>.

2.6. Projection othogonale et meilleure approximation en moyenne quadratique. Dis-
tance & un sous-espace.

Lemme. Soit F est un sous-espace de dimension finie et = € E. Alors la projection Pp(x) réalise
la distance minimale entre x et les vecteurs de F : ||z — Pp(z)|| = min {||lx — z||,z € F'}.

Ezemple. Meilleure approzimation en moyenne quadratique par des polynomes trigonométriques.
Un polynéme trigonométrique de dégré < n est la somme p(t) = Y .7__ are’*. Soit f € C([0,27])
une fonction continue. On cherche on polyndéme trigonométrique p de degré < n tel que l'écart
2 2 . ..
o 1f(t) — p(t)|“dt soit minimal.
La réponse est donnée par la projection orthogonal dans C([0,27]) sur le sous-espace des po-

lynomes trigonométriques de dégré < n; le produit scalaire est < f,g >= % 027r f(t)g(t)dt. On
a la famille orthogonale : (e™),cz. On en déduit les coefficients du polynome p(t) de meilleure

approximation : a; = 5 fOQﬂ e~ f(t)dt.

2.7. Inégalité de Bessel et égalité de Bessel-Parseval.
Soit E un espace hermitien, soit (eq, ..., e,) une famille orthonormale.
Soit # € E et x; =< ¢;,x >. Il est claire que Y 1, |z]? < ||z

Lemme. Soit € E. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

-y o 2 _ |12

() 2 i f2il” = [l

(il) & = 35 wiei.

(iii) x appartient a l'espace vectoriel engendré par (eq, ..., e,) (donc x est une cobinaison linéaire
des vecteurs ey, ..., ep).

Soit maintenant dim(E) = oo.

Théoréme. Soit (e, ..., €y, ...) une famille orthonormale infinie, x € E et x; =< ¢;,x >.
A. Pour tout non a Y o |z|* < [Jz|?

et la série "2, |z;|* converge.

B. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

() 33°, [aif? = ]2

(i) z = limp—y00 Yy i€

(iii) « appartient a ’adhérence de l'espace vectoriel engendré par la suite (eq, ..., ep, ...).

Egalité de Bessel-Parseval dans une "base” orthogonale.
Si (e1, ..., en,...) est une famille orthogonale et = appartient a l'adhérence de '’espace vectoriel
engendré par la suite (eq, ..., ey, ...), alors

2 <ejx>2
ll® = 222 =5

3. Formes hermitiennes et endomorphismes.
3.1. Proposition. Soit £ un espace hermitien et f un endomorphisme de E. Il existe 'unique
endomorphisme f* tel que
<z, f(y) >=< f*(z),y >
Définition. I’endomorphisme f* tel que < z, f(y) >=< f*(x),y > s’appelle I’adjoint de f.
La matrice de f* dans une base orthonormale est la transposée hermitienne de la matrice de f :
My« =tMj.
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Définition. L’endomorphisme f est dit auto-adjoint ou hermitien si f* = f. L’endomorphisme
f est hermitien si et seulement si sa matrice dans une base orthonormale est hermitienne.

FEremple. Une projection orthogonale est auto-adjoint.

3.2. Propriétés de l'adjoint. L’application f — f* est linéaire; (f*)* = f, (fg)* = g*f* et
(f =0

Lemme. (1) Iorthogonal d’un sous-espace stable par f est stable par f*.

(2) Ker f* = (Im f)* et Im f* =( Ker f)*.

Corollaire. Si f est auto-adjoint, alors Ker f = (Im f)* et E est la somme orthogonale de Ker
f et Im f. L’orthogonal d’un sous-espace stable par f est stable par f.

3.3. Diagonalisation des matrices hermitiennes.
Proposition. Soit f un endomorphisme auto-adjoint. Alors

(i) Toutes les valeurs propres de f sont réelles.

(ii) Les sous-espaces propres de f sont deux a deux orthogonaux.
(iii) f est diagonalisable dans une base orthonormale.

3.4. Un endomorphisme hermitien f est dit positif (respectivement, défini positif) si la forme
associée h(x,y) =< x, f(y) > est positive (respectivement, défini positive).

La proposition précédente montre que'un endomorphisme hermitien est positif (respectivement,
défini positive) si et seulement si toutes ses valeurs propres sont positives (respectivement, stictement
positives).

Une matrice hermitienne A est dit positive (respectivement, défini positive) si IXAX > 0
pour tout X € R™ (respectivement, (X AX > 0 pour tout X non-nul).

Exemple : racine carré d’une matrice positive. Soit f un endomorphisme positif, II; le projecteur
spectral associé a la valeur propre \;, i = 1,...,k. On a f = > N1I;. Posons g = > A1, Alors g
est hermitien positif et g> = f. On montre facilement qu’une telle racine carré positive \/f = ¢ est
unique.

3.5. Diagonalisation d’une forme hermitienne dans une base orthonormale.

Soit ¢ une forme quadratique hermitienne et soit f un endomorphisme auto-adjoint tel que
q(x) =< z, f(x) >. On a vu que dans une base orthonormale ¢ et f ont la méme matrice. Donc
dans une base orthonormale de vecteurs propres de f la matrice de ¢ est diagonale et g est une
combinaison linéaire de carrés.

Proposition. "Réduction auz azes principauz”. Pour toute forme quadratique hermitienne ¢ il
existe une une base orthonormale dans laquelle la matrice de g est diagonale et g est une combinaison
lingaire de carrés : ¢(x) = > 7 a;|z;|?. Les coefficients a; sont les valeurs propres de 'endomorphisme
auto-adjoint f associé (¢(x) =<z, f(x) >).

On peut reformuler ce résultat comme la diagonalisation simultanée de deux formes quadratiques :
la forme g et le produit scalaire < x,z >.

4. Transformations unitaires.
4.1. Soit F un espace hermitien.
Un endomorphisme U de F est unitaire (est une isométrie linéaire) si U préserve le produit
scalaire : < Ux,Uy >=< x,y > pour tout x,y € E.
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Proposition. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) U est unitaire.

(ii) U préserve la norme : |Uz|| = ||z| pour tout =z € E.

(iii) U transforme toute base orthonormale en base orthonormale.
(iv) U transforme une base orthonormale en base orthonormale.
Un endomorphisme unitaire est injectif, donc inversible

(dim E < oo!). Son inverse est aussi unitaire.

4.2. Iégalité < Uz,Uy >=< =,y > s’écrit aussi

< U*Ux,y >=< z,y > ce qui est équivalent & U*U = I,,. Donc U est orthogonal si et seulement
si U*U = I,,, ou encore ssi U™t = U*.

Une matrice unitaire est la matrice d’un endomorphisme unitaire dans une base orthonormale.
Une matrice unitaire U est caractérisée par la relation tUU = UtU = I,, qui signifie que les colonnes
de A (aussi que ses lignes) constituent une base orthonormale par rapport au produit scalaire
canonique dans C™.

4.3. Transformations unitaires et diagonalisation d’une forme hermitienne dans une base ortho-
normale.

Soit A la matrice d’'une forme quadratique hermitienne ¢ dans une base B; soit P la matrice de
passage de B a une autre base B’. Alors la matrice de la forme ¢ dans la base B’ est A’ = {PAP.
Si les deux bases B et B’ sont orthonormales, P est unitaire : {P = P~! et on a A’ = IPAP =
P~1AP. Donc la matrice d’'une forme se transforme comme la matrice d’'un endomorphisme si le
changement de coordonnées est unitaire. Cela montre encore une fois que la diagonalisation d'une
forme quadratique par une transformation unitaire demande la recherche des valeurs et des vecteurs
propres de A.

4.4. Réduction des endomorphismes unitaires.
Proposition. Soit U un endomorphisme unitaire.
(i) Si le sous-espace F est stable par U, alors F- est stable par U.
(ii) Toute valeur propre de U est de module 1.
(iii) U est diagonalisable dans une base orthonormale.
Transformations unitaires en petite dimension.
Dimension 1. Uz = ax ou |a| = 1.
Dimension 2.
Toute matrice unitaire peut s’écrire sous la forme suivante :
U=a <Z _b>of1 la| =1 et |a|® + p|> = 1.

a
4.5. Décompositon polaire.
Théoréme. Soit A € Mat,(C) une matrice inversible. Il existe l'unique matrice unitaire U et

I'unique matrice hermitienne définie positive S telles que A = US.

4.6. Décomposition unitaire-triangulaire.
Théoréme. Soit A € Mat,(C) une matrice inversible. Il existe 'unique matrice unitaire U et

I'unique matrice triangulaire supérieure T avec une diagonale positive telles que A = UT.

La décomposition unitaire-triangulaire est liée a ’orthogonalisation de Gram-Schmidt.

21



5. GEOMETRIE AFFINE
5.1. Généralités.
Définition. Soit E' un R-espace vectoriel de dimension finie.

Un espace affine dirigé par E est un ensemble non-vide £ muni d’une application £ x £ = F
qui associe au couple de points A, B € £ un vecteur E , et qui vérifie

(i) Pour tout O € & l'application A — O_}l est une bijection de &€ sur F.
(ii) Pour tous A, B,C € &£ on a la relation de Chasles : AC = AB + BC.

La dimension de & est par définition celle de F.

— = =
La relation de Chasles a pour conséquence immédiate : AA= 0 et BA= —1@ .

Example. L’espace vectoriel ¥ admet une structure canonique d’espace affine dirigé par F :
pour deux vecteurs u et v on pose b =v — u.

—
Fixons O € & que l'on appellera « origine, » et posons v(A) = OA. Alors v : £ — FE est une
bijection qui identifie la structure affine de £ avec la structure affine canonique de E : v(A)v(B) =

—

v(B) —v(A4) = OB — OA = AB - conséquence de la relation de Chasles. Le choix d’origine donc
"vectorialise" ’espace affine. Réciproquement, on peut dire qu’un espace affine est un espace vectoriel
avec 'origine (zéro) « oubliée ».

Définition (Translation). Soit v € E. Pour A € & on définit T,,(A) € £ comme étant 'unique point
tel que ATU(A; = v. On appelle T, la translation par v.

Lorsque £ = E (avec la structure affine canonique) on a T),(u) = v + u. Par analogie, on adopte
la notation : Ty,(a) = A + v. Dans cette notation B = A+ AB (et v = AB est I'unique tel que
B=A+v).

Lemme. On a :

(i) To =1d et Tyyy = Ty Ty. Il en suit que T,,: € — € est une bijection, avec T, ' = T_,. (On dit
alors que le groupe additif (E,+) agit sur l'espace affine £.)

(ii) Pour A, B € &, il existe un unique vecteur v € E tel que T,(A) = B (c’est v = 1@)

Remarque. La donnée de la structure affine sur £ est équivalente a la donnée de 'action de E sur
£ - la donnée d’une famille de "translations" T, v € E, vérifiant les propriétés du lemme.

5.2. Barycentres, combinaisons affines. Commencons avec un exemple :
Soit v € E et A € £. La droite affine passant par A dirigée par v est I’ensemble de points
M = A+ M, A € R. La droite affine passant par deux points A et B est dirigée par le vecteur

v:z@;sespointssontM:A+/\E,/\€R. . N
Choisi_ss)ons une "origine" O. Alors M = A + )\1@ si et seulement si OM = OA + )\1@ =
(1-=XOA+ /\O?. Autrement dit, la droite affine passant par A et B consiste en tous les points

M tels que 6?\_)4 = ,uO—fél + )\O? avec A + 4 = 1. On appelle M le barycentre des points A et B
affectés de poids p et A.

Lemme. Soit Ay, ..., Ay, des points affectés des poids A, ..., \g, tels que Y, \i # 0. Soit aussi O € €
un point quelconque (une « origine »). Les propriétés suivantes sont équivalentes pour un point

Me& :
() S, A MA; = 0.

(it) (3, A)0M = Y, \iOA;.
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— —
(iil) OM = ﬁ S NOA;.
. 1 H . . . Y .
= SN i i i ’ ’
(iv) M=0+ S > MOA;. En particulier, un unique M ayant ces propriétés existe
De surcroit, un unique tel point M existe toujours.

Démonstration. (i) <= (ii). Puisque
S NO4; — (ZA) OM =" (04; - OM) = 3" \MA; = 0.

(ii) <= (iii) <= (iv). Clair. O
Définition. Le point M défini dans le lemme s’appelle le barycentre des points Ay, ..., Ag affectés

des coefficients Ap, ..., A\y. On notera M = Bar{(\;, A;)}.
Si M = Bar{(\i, A;)} et > . A =1, on écrit aussi M = ), N\ A;.

En d’autres mots, M = ) . \jA; si et seulement si D\ =1 et 5?\7 = )\ia—Aj (et ceci quel
que soit O).

Si £ = FE, le barycentre v des vecteurs uq, ..., uy affectés des poids A, ..., A\p est v = ﬁ ZZ iUy
En particulier, si ), \; = 1, alors v = >, \ju;. (Comparer avec la notation pour le barycentre :
M =3, NA;)

Vu que v est une combinaison linéaire des vecteurs w;, on peut appeler le barycentre « combinaison
affine des points A; ».

Définition (Repére affine). On appelle repére affine de £ la donnée de n+ 1 points (Ao, ..., A,)
tels que chaque B € £ s’exprime d’une maniére unique comme B =Y §z;A; (ou ) g x; = 1!). On
appelle (zg, ..., x,) les coordonnées barycentriques de B dans ce repére.

Cette définition est symétrique, dans le sens qu’une permutation d’un repére est un repére. Brisons
cette symétrie en donnant a Ao un role particulier et posant e; = AgA;. On a donc B =) z;4; si
et seulement si AgB = ) [ x;A0A; = > 1 xiAoA;. Ainsi, (Ao, ..., Ay) est un repére si et seulement
si chaque vecteur v € E s’exprime d’une maniére unique comme » 7 x;e;. Autrement dit :

Lemme. Une famille de n+1 vecteurs (Ao, ..., A,) est un repére affine si et seulement si (e1, ..., en)
est une base de E. En particulier, n = dim E.
Définition. Les coordonnées affines d’'un point B dans le repére (Ao, ..., A, ) sont par définition
les coordonnées du vecteur m dans la base (eq,...,ep).

Le lien : les coordonnées barycentriques de B dans un repére (Ao, ..., A,) sont (xg, x1,...,Ty) si
et seulement si (z1, ..., x,) sont les coordonnées de m dans la base (eq,...,e,) et g = 1= ] x;.

La propriété suivante de "l’associativité du barycentre" est trés utile.

Proposition. Pour chaque i = 1,...,k soit B; = Z;”Zl NijAij, ot Zj Xij = 1. Soit C =
k .

Zi:l piBi, o Y pi = 1. Alors ZU pidij =1, et C' = Z” HiXij Ai -

Démonstration. On a

Z )\i,jBiAi,j = 0, Z/J,ZC—BZ = 0.
J i
Ainsi

0= Z Wi (Z Ai,j) CB; + Zm Z NijBiAqij = Z MMi,j(@ + BiA;j) = Z Ni)\i,jm-
i i i j 0 ¥

Z7J

U
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5.3. Sous-espace affine.

Définition. Une partie non vide F de l'espace affine £ est un sous-espace affine si pour tout
A, B € F, F contient la droite passant par ces deux points.

Lemme. Les conditions suivantes sont équivalentes pour une partie F C € :

(i) F est un sous-espace affine de E.

(il) Si Ay,..., Ax € F alors tout barycentre des points Ay, ..., Ay est dans F. (Toute combinaison
affine des points de F est dans F.)

o

(iii) Pour tout O € F l'ensemble F = {OM,M € F} est un sous-espace vectoriel de E. De cette
facon, F est a son tour un espace affine dirigé par F.

(iv) On a F ={0 +v,v € F} ou F est un sous-espace vectoriel de E et O un point de F.

Une droite est un sous-espace affine de dimension 1.
Un hyperplan est un sous-espace affine de codimension 1 (de dimension dim & — 1).

Lemme. L’intersection d’une famille de sous-espaces affines de £ et un sous-espace affine si cette
intersection est non vide.

Soit F un sous-espace affine dirigé par F'; soit O € F et (vy,...,v) une base de F'. On a donc
un repére affine de F et tout point B de F admet 'expression unique : B = O + Zle ERUR
(s1,...,5:) € RF.

Soit (x1, ..., &, ) un systéme de coordonnées affines dans €. Soit (c1, ..., ¢,) les coordonnées du point
O et (ay;...,an;) les coordonnées du vecteur v;. Alors les coordonnées du point B = O + Zle SiV;
sont x; = ¢; + Zle ajisi, j =1,...,n.

Position relative de deux sous-espaces

Lemme. (i) Soit F et G deux sous-espaces de € d’intersection non-vide. Alors F NG est dirigé
par FNG.

(ii) Si F+ G = E alors F NG est non vide.

(iii) Si les sous-espaces vectoriels F' et G sont supplémentaires (E = F & G), alors F NG est un
seul point.

Définition. On dit que deux sous-espaces F et G de £ sont paralléles si F' C G ou G C F. Dans
ce cas que soit F et G sont disjoints, soit I'un contient ’autre.

Sous-espace affine engendré par une partie.
Soit S C & une partie non-vide. Le sous-espace affine engendré par S, noté Aff(.S), est 'intersection
de tous les sous-espaces affines qui contiennent S.

Lemme. (i) Aff(S) est l’ensemble de toutes les combinaisons affines (barycentres) des points de

S.

(ii) Soit O € S et soit F' le sous-espace vectoriel de € engendré par les vecteurs O_1>4, A€ S. Alors
Uespace directeur de Aff(S) est F' : Aff(S) = {0 +v,v € F}.

(iii) (Ao, ..., An) est un repére affine si et seulement si n = dim & et Aff(Ao,...,An) =E.
5.4. Applications affines.

Définition. Une application f : & — F est affine si f(AA + uB) = Af(A) + pf(B) pour tout
A, B € & et tout A\, pu tels que A+ p = 1.

Lemme. Les conditions suivantes sont équivalentes pour une application f: & — F :
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(i) f est une application affine.
(ii) f préserve les barycentres : f(Bar{(\;, A;)}) = Bar{(\;, f(4;))}.

(iii) Pour un point A € € lapplication h : E — F défini par h(zﬁ) = f(A)f(B) ou, avec une autre
notation, h(v) = f(A)f(A+ V) est linéaire. [Ecriture équivalente : f(A+v) = f(A) + h(v)./
(iv) Pour tout point A on a f(A+v) = f(A)+ h(v) ot h: E — F est une application linéaire, la
méme pour tout A.
(v) f est différentiable et sa différentielle df : E — F est constante sur £ (et alors f(A +v) =
f(A) +df (v) -
On peut dire qu'une application affine est une application linéaire plus une constante.
Ecriture en coordonnées. Fixons les repéres affines R = (Ag;eq,...,e,) dans € et R =
(Bo; €, ...,e,) dans F.
Soit (x1,...,xy) les coordonnées du point M dans R et (y1, ..., yx) les coordonnées de f(M) dans
R’
Alors y; = ¢; + Z?Zl a;jzj, ou (ai;) est la matrice de la différentielle df dans les bases des repéres
R, R et (c1,...,cx) les coordonnées du point f(Ap) .
Fonction affine f : € — R. Dans un systéme de coordonnées affines f s’écrit f(xi,...,x,) =
c+ Zz a;Tj.

La formule du rang pour les applications linéaires s’adapte aux applications affines : Soit B €
Im(f). Alors dim (€) =dim (Imf)+ dim (f~1(B)).

Lemme. Soit f: & — F une application affine. Alors
(i) Si &1 un sous-espace affine de € alors f(E1) est un sous-espace affine de F.
(ii) Si Fi un sous-espace affine de F et f~1(F1) est non-vide, alors, f~1(F1) est un sous-espace

affine de £.

Equation d’un hyperplan : tout hyperplan est défini par une équation affine ), a;x; = c.

"Combinaison affine” des applications affines.
Soit f; : &€ = F,i=1,...,k des applications affines et \; +... + A\ = 1.
On définit f =), N\ifs par f(A) =, \ifi(A) (barycentre).
Ezercice : définir une structure de 'espace affine dans I’ensemble de toutes les applications affines
f:&€—F.
Applications affines de £ dans £. Transformations affines.

Les propriérés d'une application affine f sont déterminées par les propriétés de sa différentielle
df .
Proposition. (i) Si df n’admet pas de vecteur fize non-nul (i.e., si 1 n’est pas une valeur propre
de df ), alors f admet un unique point fize.

(ii) Sidf admet des vecteurs fizes non-nuls (i.e., si 1 est une valeur propre de df ), alors l’ensemble
des points fizes de f est soit vide soit un sous-espace affine dirigé par {v € E : df(v) = v}
(Uespace propre correspondant a 1).

Si f admet un point fixe O et on prend O = f(O) pour origine, f s’écrit f(O +v) = O +df (v) :

donc, en vectorialisant £ en O, on identifie f avec I'application linéaire df.
Définition. f est une homothétie de centre O et de rapport k si f(O) = O et df = kld.
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Proposition. (i) f:E — & est une translation si et seulement si df = 1d.
(il) Sidf = kId avec k # 1, alors f est une homothétie.

Projections et symétries affines. Soit F un sous-espace affine de £, F 1l’espace vectoriel
associé, et soit G un sous-espace vectoriel de E supplémentaire & F': E=F @& G.

Soit IT : E — E le projecteur vectoriel sur F' parallelement & G : II(v) = v siv € F et II(v) =0
siveG.

Déﬁniti_0>n. Soit O € F'. La projection affine p sur F parallélement & G est définie par p(A4) =
O +1I(0A).

Lemme. (i) La projection affine sur F parallelement & G ne dépend par du choiz du point O.
Ainsi, elle vérifie p(A) = A pour tout A € F et dp =11, et son image est F.

(i1) Soit f une transformation affine de E. Alors [ est un projecteur affine si et seulement si
f? = f. Dans ce case c’est le projecteur affine sur F = f(€), parallelement & ker df .

Soit 0 : E — F la symétrie vectorielle par rapport a F' parallélement & G : o(v) =vsiv € F et
o(v)=—-vsiveG.

2.7. Définition. La symeétrie affine s par rapport & F parallelement & G est définie par les
conditions s(O) =0 si O € F et ds = o ; donc p(M) = O + J(O—]\>/[).

Lemme. s est une symétrie affine si et seulement si f - f = Id.

3. Espaces affines euclidiens

3.1. Définition. Un espace affine £ est dit euclidien s’il est dirigé par une espace vectoriel
euclidien F.

On définit la distance dans &€ par d(A, B) = ||1@H

3.2. Définition. Un repére affine (Ag,aq,...,A,) est dit orthonormé si la base vectorielle
—
(ApAi1, ..., ApA,) est orthonormée.

3.3. Définition. Deux sous-espaces affine F et G sont orthogonaux si leurs espaces directeurs
F et G sont orthogonaux.

Isométries
3.4. Définition. Soit X un espace métrique. On appelle isométrie de X une bijection f : X — X
qui préserve la distance : d(f(x), f(y)) = d(x,y) pour tous z,y € X.
Remarque : les isométris de X forment un groupe par rapport a la composition.

Lemme. Une application affine f : &€ — £ est une isométrie si et seulement si sa partie linéaire
df : E — E est une isométrie vectorielle.

Lemme. Une isométrie f: E — E qui fixe O est linéaire. C’est donc un endomorphisme orthogonal
de E.

Théoréme. Toute isoméirie d’un espace affine euclidien est une application affine.

Remarque. Une application affine f: £ — £ est une isométrie si et seulement si f transforme un
(ou tout) repére orthonormé en repére orthonorme.

3.7. Définition. On appelle déplacement ou isométrie directe (respectivement, antidépla-
cement ou isométrie indirecte) de £ toute isométrie f telle que dét(df) = 1 (respectivement,
det(df) = —1).

Les translations sont évidemment des déplacements. Les déplacements forment un sous-groupe
dans Iso(€) d’indice 2; le produit de deux antidéplacements est un déplacement.
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3.8. Définition. Soit F un sous-espace affine de £. La projection orthogonale sur F est la
projection affine sur F parallélement & F=.

La symétrie orthogonale par rapport & F est la symétrie affine par rapport a F parallélement
A F*. Une symétrie orthogonale est une isométrie ; elle est directe si et seulement si la codimension
de F est paire (c’est a dire, dim(E) — dim(F) est paire).

On appelle reflexion une symétrie orthogonale par rapport & un hyperplan; une reflexion est
une isométrie indirecte (un antidéplacement).

Etant donné deux points A et B de &, il existe une unique réflexion échangeant A et B : c’est la
réflexion par rapport a 'hyperplan meédiateur du segment [AB].

Vu que toute isométrie vectoriéle dans R™ s’écrit comme un produit d’au plus n réflexions, on a :

3.9. Proposition. Toute isométrie affine de £ s’écrit comme un produit d’au plus n+ 1 réflexions
(n =dim(&).)

3.10. Définition. Une transformation affine f : &€ — £ est une similitude de rapport k£ si f
multiplie toutes les distances par & :

d(f(z), f(y)) = kd(x,y) pour tous x,y € E.

Une homothétie de rapport k est une similitude de rapport | k |.

Lemme. Une application affine f : £ — £ est une similtude de rapport k si et seulement si sa
partie linéaire df : E — E est une similitude vectorielle : ||df (v)|| = Lkl|v]|.

Remarque : les similitudes de £ forment un groupe par rapport & la composition. Si f; est une
similitude de rapport k;, ¢ = 1,2, alors fi fo est une similitude de rapport kiko.

3.11. Lemme. (i) Toute similitude de rapport k£ # 1 admet un point fixe (unique).

(ii) Toute similitude de rapport k est la composée d'une homothetie de rapport k et d’une
isométrie.

3.12. Lemme. Soit T, une translation de vecteur v et f une isométrie. Alors fT, = T,f ou
u = df (v). En particulier, T,, et f commutent si et seulement si df (v) = v.

3.13. Proposition.

Soit f : & — £ une isométrie.

(i) Pour tout point A € £ il y a une unique décomposition f = Tz fa ot T est une translation de
vecteur @ et f4 une isométrie qui fixe A : fa(A) = A.

(i) Si df n’admet pas de vecteur fixe non-nul (donc si 1 n’est pas une valeur propre de df), alors
f admet un unique point fixe.

Chosissons A comme origine, cela donne la bijection entre les points B et les vecteurs v = B

Soit w = Af(B;. Alors W = a@ + df(v) , on @ = Af(A). Par rapport a cette vectorialisation f4
s’identifie avec I'application ¢ — df (V) et Tz avec 4 — @ + .

3.14 . Proposition. Il existe un point A tel que dans la décomposition f = Tzf4 on a Tzfa =

faTz (ce qui est équivalent a df (@) = @).
Classification des isométries en dimension 2 et 3.

La classification des isométries affines repose sur la classifcation des isométries vectorielles.

Lemme. Soit U une isométrie de I'espace vectoriel E.

1. dim E=2.a)dét U=1:U est une rotation.

b) dét U = —1 : U est une réflexion.

2. dim F =3.a)dét U =1: U est une rotation autour d’'un axe.
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b) dét U = —1 : U est une réflexion composée avec une rotation autour de ’axe orthogonal au
plan de réflexion.

Isométries affines du plan
4.1. Proposition. (i) Tout déplacement du plan est une translation ou une rotation autour d’un
point ; ici la rotation commute avec la translation.
(ii) Toute antidéplacement est le produit d’une réflexion par rapport a une droite avec une
translation paralléle a cette droite (une "réflexion-translation"); ici la reflexion commute avec la
translation.

Isométries affines de I’espace.

4.2. Proposition. (i) Tout déplacement de l'espace est soit une translation soit le produit
(commutatif) d’une rotation autour d’un axe et d’une translation parallele & 1’axe de rotation
("vissage").

(ii) Toute antidéplacement est soit le produit (commutatif) d’une réflexion par rapport & un
plan avec une translation paralléle & ce plan ("réflexion-translation"), soit le produit (commutatif)
d’une réflexion par rapport & un plan avec une rotation autour d’'un axe orthogonal & ce plan
("réflexion-rotation").

Similitudes planes et nombres compléxes.
On identifie le plan euclidien R? avec le plan compléxe C.
4.3. Proposition. Toute similitude directe de C s’écrit s(z) = az+b, avec a # 0. Toute similitude
indirecte s’écrit s(z) = az + b, a # 0.
Le rapport d'une telle similitude est | a |.
En particulier, c’est une isométrie si et seulement si | a |= 1.
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