Mesure de Haar

Antoine Pizzolato
Encadré par Julien Melleray



Table des matieres

1 Lemme de Zorn

2 Théoréme de Hahn-Banach et ses conséquences
2.1 Le théoreme de Hahn-Banach . . . . . . . . . . . . ... ... . ... . . ... ...
2.2 Conséquences du théoreme de Hahn-Banach . . . . . . . . .. .. ... ... ... ... ..

3 Compléments de topologie

3.1 Espace métrique parfait . . . . . . . . ..
3.2 Complété d'un espace métrique . . . . . . . . .. e e e
3.3 Topologie initiale . . . . . . . . .. oL
3.4 Topologie produit . . . . . . . . .. e e
3.5 Topologie quotient . . . . . . . . L e e
3.6 Filtres et ultrafiltres . . . . . . . . . L
3.6.1 Définitions, propriétés . . . . . . . . . L
3.6.2 Utilisation des filtres en topologie . . . . . . . . . ... Lo Lo
3.7 Compacité locale . . . . . . . .
3.8 Compactification d’Alexandroff . . . . . . . . . ...
4 Cube de Hilbert et espace de Cantor
4.1 CubedeHilbert. . . . . . . . . . e e e
4.2 Espace de Cantor . . . . . . . . .. L e
5 Duaux d’espaces de fonctions continues
5.1 Compléments en théorie de la mesure . . . . . . . . . . . . . . ...
5.1.1 Régularité des mesures . . . . . . . . . ... e
5.1.2 Théoreme d’extension de Carathéodory . . . . . . . .. .. ... .. ... .. .....
5.2 Théoreme de Riesz pour les espaces compacts . . . . . . . . . . . o e
5.3 Théoreme de Riesz pour les espaces localement compacts . . . . . ... ... ... ......

6 Groupes localement compacts

6.1 Groupes topologiques . . . . . .. L
6.2 Nombres p-adique . . . . . . . .. e
6.2.1 Définition et propriétés . . . . . . . . L
6.2.2 Limiteinverse . . . . . . . . .. e e e e
6.3 Mesure de Haar . . . . . . . . . . . e e
6.3.1 Définitions et propriétés . . . . . . . . L
6.3.2 Existence et (presque) unicité . . . . . ... Lo
6.3.3 Calculs de mesuresde Haar . . . . . . .. ... ... . ... ... ... .. .. ...,
6.4 Fonction modulaire . . . . . . . . L L e

7 Applications
7.1 Espaces homogenes . . . . . . . . . L e e
7.2 Représentations unitaires . . . . . . . ..o e

T

00~~~

10
10
11
13
14

16
16
16

21
21
21
23
23
26

27
27
30
30
31
32
32
32
35
36



Chapitre 1

Lemme de Zorn

Définition 1.1

Soit X un ensemble.

On appelle ordre sur X une relation binaire < vérifiant :
i) Vo € X,z <z (reflexivité).

i) Ve,y,z€ X, (x <y ety < z) = x <z (transitivité).
i) Ve,ye X,(z<yety<z) = z=y.

Définition 1.2

i) On dit qu’un ordre < est total sur X lorsque :Vx #y € X,z <y ouy < x.

it) On dit qu’une partie A de X est totalement ordonnée lorsque < définit un ordre total sur A.
iit) On dit que © € X est un majorant de A lorsque : Va € A,a < x.

iv) m € X est dit maximal lorsque : Vx € X, m £ x.

v) X est dit inductif lorsque toute partie totalement ordonnée admet un élément mazimal.

Lemme 1.3 (Lemme de Zorn)
Tout ensemble ordonné inductif non vide admet un élément maximal.

Le lemme de Zorn est une version équivalente de ’axiome du choix qui permet notamment des preuves
d’existence non constructives. On 'utilisera par exemple dans la preuve du théoreme de Hahn-Banach ou
dans D'existence d’ultrafiltres non principaux. Il est aussi utilisé pour montrer que tout corps admet une
cloture algébrique.

On peut souligner 'utilisation de ’axiome du choix pour montrer que tout espace vectoriel admet une base.



Chapitre 2

Théoreme de Hahn-Banach et ses
conséquences

2.1 Le théoreme de Hahn-Banach

Définition 2.1

Soit E un K-espace vectoriel.

On appelle semi-norme sur E une application N : E — R vérifiant :
i)V € E,N(z)>0.

ii) VA € K,Vx € E, N(Az) = |\|N(z).

ii) Yo,y € E,N(z +y) < N(x) + N(y).

Définition 2.2

Soit E un K-espace vectoriel.

On appelle sous-norme sur E une application N : E — R vérifiant :
i) Vo € E,N(x) > 0.

ii) YA € Rt Vo € E, N(\z) = AN(z).

iti) Yo,y € E,N(z +y) < N(z) + N(y).

Théoréme 2.3 (Théoréme de Hahn-Banach, forme analytique forte)

Soient E un espace vectoriel réel, G un sous-espace vectoriel de E et p une sous-norme sur E.
Soit o € G’ vérifiant Vx € G, po(x) < p(x).

Alors il existe une forme linéaire ¢ € E’ prolongeant g et vérifiant : Vo € E, p(z) < p(x).

Preuve. On pose B = {1y € D} : Dy sev de E contenant G ,¢q = o, Vr € H,¥(z) < p(z)} et le munit de
la relation d’ordre < définie par : 1 < 2 <= (Dy, C Dy, et 1,/}2|le = 11). B est non vide car ¢y € B.
Soit Q une partie totalement ordonnée de B, on pose : H,;, = UyeqDy et ¥m(2) = ¥(x) pour z € Dy, 9 € Q.
Q est totalement ordonnée donc H,, est un sous-espace vectoriel de E, 1, : H — R est bien définie et est
une forme linéaire sur H,,. ¥, est un majorant de ) donc B est inductif.

Par lemme de Zorn, il existe ¢ un élément maximal de B. Il reste a montrer que D, = F.

Par l’absurde, on suppose que D, # E. On considere alors 9 € E \ D.

H = D + Vect(xo)

W+ txo) = p(x) + ta,z € DL ER alors ¢ € B. On contredirait
0) = ; ,

On cherche a € R tel qu’en posant {

ainsi la maximalité de .
On remarque que ) € B <= Vx € D,t € R, p(x) + ta < p(x + txg)
t z <tp(% = t it>0
Or (,0(.’17) +ta = (@(t)__z O[) = p(t +aj—01 p(l‘ + JU()),SI > .
—t(o(FF) — a) < —tp(5* — x0) = p(x +twg),sit <0
p(x) —a < p(z — )
o(z) + o < p(z + x0)

Donc on veut pouvoir choisir o de tel sorte que sup,cp ¢(x) — p(z — z0) < a <infrep p(x + x0) — @(2)
On peut choisir un tel « car Vz,y € D, ¢(z) + ¢(y) = p(x +y) < p(zr +y) < p(z —x0) +p(y + o) O

et si t = 0, alors ¢(z) < p(z) car

¢ € B. Donc il suffit d’avoir {

Théoréme 2.4 (Théoréme de Hahn-Banach, forme analytique)
Soient E un R-espace vectoriel, G un sous-espace vectoriel de E et p une semi-norme sur E.
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2.2. CONSEQUENCES DU THEOREME DE HAHN-BANACH 5

Soit o € G' vérifiant : Vx € G, |po(x)| < p(x).
Alors il existe une forme linéaire ¢ € E’ prolongeant pq et vérifiant : Vx € E, |p(x)| < p(z).

Preuve. Ce théoreme découle directement du théoreme 2.3 :
Si p est une semi-norme, alors Vo € E, p(—x) = p(x).
En appliquant 2.3, on obtient Vo € E, p(x) < p(x) mais on a alors Vz € E, |p(x)| < p(z). O

2.2 Conséquences du théoreme de Hahn-Banach

Soit (E, || - ||) un espace vectoriel normé.

Théoréme 2.5
Soient G un sous-espace vectoriel de E et g € G' continue.
o se prolonge en une forme linéaire continue sur E (avec la méme norme).

Preuve. Pour x € E, on pose p(z) = ||lvollz||z]|. wo est continue donc Va € G, |po(z)| < p(x).
On peut donc appliquer le théoréeme de Hahn-Banach forme analytique : il existe une forme linéaire ¢
prolongeant ¢q telle que : Va € E, |¢(z)| < p(z) donc ¢ est continue. O

Théoréme 2.6
Soit x € E'\ {0}.
Jp e B |lpllp- =1 et p(z) = ||z

Preuve. On pose p = || - ||, G = Vect(z), 0 : G — K : Az — A|z]|.

Yy = Az € G, |eo(y)| = [M|z]l = |lyl| < p(y) donc par théoréme de Hahn-Banach forme analytique : 3p € E*
prolongeant ¢y telle que Vy € E,¢(y) < p(y) = |||l

On a donc [[¢[|p+ < 1. Or p(x) = po(z) = [|z|| donc ||y

g+ > 1 puis |||

Corollaire 2.7

Pour A C E, on pose A° = {p € E* :Vx € A, p(z) =0}.
On a alors :

A° = E' si et seulement si A = {0}.

Preuve. On suppose que A° = E’.

Soit x € A.

Six # 0, alors il existe p € E, ||pllgr =1 et p(z) = ||z||. Or A° = E’ donc ¢ € A° et ||z|| = 0.

Si A = {0}, alors A° = E’ car toute forme linéaire est nulle en 0. O

Corollaire 2.8
E’ sépare les points de E.

Preuve. Soit x1 # x2 € E.
x1 —x9 Z0donc : Jp € F | ||p|| =1, p(x1 — z2) = ||z1 — 2] #0. O

Corollaire 2.9
Soit x € E.
2|l = max [[¢| p < 1p(z)]

Prewve. Vo € E, |p(x)| < |l¢|lpr[lz]| donc Vi € E” telle que [[ollpr < 1, [p(2)] < [lz]| puis supy,) <1 lo(z)] <
]

Si 2 # 0, alors Jp € E' : [lg]lzr = 1 et p(x) = [l2l] done [la]] =< supyy,, <1 ().

La borne supérieure est atteinte, donc ¢’est méme un maximum. O

Corollaire 2.10
L’application canonique i : E — E" : x — & avec Z(p) = p(x), 0 € E' est une isométrie linéaire.

Remarque 2.11
1 est une isométrie donc est injective.

Preuve. Soit © € E.
[i(@)]| e = supg ., <1 1Z(@)] = ||z O

Théoréeme 2.12
Soient F un sev fermé de E et xg ¢ F.
JpeE :p(xg)=1etVre F,p(x)=0
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Preuve. On pose G = F + Kuxg et ¢ : G — K telle que Vo € Fy A € K, po(z + Azg) = A
Vz € F,po(z) =0 et F est fermé donc § = d(zo, F) > 0.
lo(x + Azo)| = [A| = $d(Azo, F) < 3|l + Azo|| donc on peut prolonger ¢q en ¢. O

Corollaire 2.13
Tout sous-espace vectoriel fermé d’un espace vectoriel normé est l’intersection des hyperplans fermés le conte-
nant.

Corollaire 2.14

Soit F' un sous-espace vectoriel de E.

xo € F si et seulement si Vo € E' Yz € F,p(x) =0 = ¢(z) = 0.

En particulier, F est dense dans E si et seulement si Vo € E',(Vz € F,p(z) =0 = ¢ =0).



Chapitre 3

Compléments de topologie

3.1 Espace métrique parfait

Théoréme 3.1

Soient (X, d) un espace métrique et x € X.

Les trois conditions suivantes sont équivalents :
i) {z} est un ouvert de (X,d).

ii) Ir > 0: B(z,r) = {z}.

i11) Il existe un ouvert fini contenant .

Un tel x est appelé un point isolé.

Preyve. 1) = ii) : Ir > 0: B(z,r) C {z} donc B(x,r) = {z}

ii) = iii) : {z} est un ouvert fini contenant z

ili) = 1) : Soit U un ouvert fini contenant z. x € U donc 3r > 0: B(z,r) C U mais U est fini donc B(z,r)
aussi.

On pose alors 7 = 2 min{d(z,y) : y € U} et on a B(z,r) = {z} donc {z} est ouvert. O

Définition 3.2
Un espace métrique est dit parfait s’il n’a pas de point isolé.

3.2 Complété d’un espace métrique

Proposition 3.3

Soit (X,dx) un espace métrique

Il existe un espace métrique (Y,dy) complet avec f : X = Y une isométrie et f(X) dense dans Y. (Y,dy)
est unique a une isométrie bijective pres.

Preuve. [de l'unicité] On suppose qu’on a deux complétés (Y,dy) et (Z,dz) avec f : X - Y,g: X — Z
isométries telles que f(X) dense dans Y et ¢g(X) dense dans Z. On pose alors i : (f(X),dy) — (Z,dz) :
F(z) = g(2).

Ve,y € X,dz(io f(z),io0 f(y)) =dz(g(z),9(y)) = dx(x,y) = dy (f(z), f(y)) donc i est une isométrie.
(Z,dz) est complet, f(X) est dense dans Y et 4 est uniformément continue donc on peut prolonger ¢ en une
isométrie i : (Y,dy) — (Z,dz) d’image dense dans Z.

Or (i(Y),dz) est complet car si (i(yy))n est une suite de Cauchy dans (i(Y'),dz), alors (yn), converge vers
y dans (Y, dy) donc (i(yn))n converge dans (i(Y),dz).

En particulier i(Y") est fermé donc i(Y) = ¢(Y') mais comme i(Y) = Z, on obtient i(Y') = Z. Donc i est une
isométrie bijective.

(Y, dy) est appelé complété de (X, dx). O

Preuve. [de l'existence] Méthode 1 :

Soilent § : (X,dx) = (Cp(X,R), dw) telle que Vz € X, 6(x) : y = dx(y,x) —dx(y,x0), o € X fixéet y € X
[6(x)(y)] = |dx (y, ) — dx (y, zo)| < d(x,x0) donc §(x) est bien & valeurs dans C,(X, R)

Soient z,x’,y € X.

[0(z)(y) = 6(2")(y)| = |d(y,x) — d(y,2")| < d(x,2") donc doo(d(x),d(z")) < d(x,z’) et avec y = 2/, on obtient
doo (8(x),0(x")) = d(x,2") donc § est une isométrie. (Cy(X,R), dw) est complet donc (§(X),d) est complet
et 0(X) est dense dans 6(X).
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Méthode 2 :

On veut ajouter une limite a toute suite de Cauchy de X qui ne converge pas.

Soient (uy,), (v,) € XN deux suites de Cauchy

(d(un,vyn)) est de Cauchy dans (R, |-|) donc d(uy, vy,) —n p(u, v). On pose Z = { suites de Cauchy d’éléments de X }
Pour u,v € Z, on pose p(u,v) = lim, d(u,,v,) et §: X = Z: 2 — (z,x,...).

Si (uy,) est de Cauchy dans X, p(d(up),u) = lim; d(up, u;) =5 0

p(u,u) =0et p(u,w) < p(u, U) + p(uw).

On pose Y = Z/ ~ avec u ~ v si p(u,v) = 0. Alors (Y, p) est un espace métrique, X est dense dans (Y, p) et
toute suite de Cauchy d’éléments de X converge dans Y.

Soient (y,)n € YN une suite de Cauchy dans (Y, p) et € > 0.

X est dense dans Y donc Vn € N,3x,, € X : d(xn,yn) < €. Mais alors (z,,), est une suite de Cauchy dans
X donc converge vers © € Y. Vn € N,d(yn,z) < d(yn,zn) + d(zn,x) < € + d(xy, z) et d(xy, ) =5 0 donc
(yn)n converge vers z. Donc (Y, p) est complet. O

Exemple 3.4

On pose G = {(z,sin(z)) : x € R} et on le munit de la || - ||co-

Soit f : R — G,z — (x,sin(x)).

[ est une isométrie bijective de (R, |-|) dans (G, | - ||eo) donc (G, f) est aussi un complété de (Q,|-]).

3.3 Topologie initiale

Définition 3.5

Soient (X, T) un espace topologique et B C T.

On dit que B est une base d’ouverts de X ou une base de la topologie T si tout ouvert de X est réunion
d’ouverts appartenant a B.

Définition 3.6

Soient (X, T) un espace topologique et x € X.

On appelle base de voisinages de x toute famille B de voisinages de x telle que pour tout voisinage V de x,
il existe W € B tel que W C V.

Proposition 3.7

Soient (X, T) un espace topologique et B C T.

Les propositions suivantes sont équivalentes :

i) B est une base d’ouverts de X.

it) Pour tout U € T et tout x € U, il existe B € B tel que x € B C U.

Preuve. i) = i) :

Soient U € T,z € U.

Il existe une famille (B;);es d’éléments de B telle que U = Uj¢ s B;. Donc il existe j € J tel que v € B; C U.
Soit U un ouvert non vide de X.

Ve € U,3dB, € B:x € B, CU. On a donc U = U,cp{z} = UzeyBz. Donc B est une base d’ouverts de
X. O

Proposition 3.8

Soient (X, T) un espace topologique et B une base d’ouverts de X.

Alors B posséde les deux propriétés suivantes :

yVee X,3U e B:ze€U.

ZZ) YU, Uy € BYx e Uy NU;, 30U € B:x € U C Uy NUs.

Réciproquement, si X est un ensemble et B un sous-ensemble de P(X) vérifiant i) et ii), alors il existe une

unique topologie T sur X pour laquelle B est une base et T = {0}U{U C X : U soit réunuion d’ensembles appartenant & B}.
Autrement dit, U C X est un ouvert pour T si et seulement siVx € U,aBeB:x € BCU.

Proposition 3.9

Sotent X un ensemble, (Y;, T;)icr une famille d’espaces topologiques et pour chaque i € I,f : X — Y; une
application.

On pose B l’ensemble des intersections finies d’ensembles de la forme fi_l(Ui) pour i € I et U; ouvert de Y;.
1l existe une unique topologie T sur X pour laquelle B est une base. Elle est appelée topologie initiale associée
a la famille (f;)ier-
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Preuve. B vérifie les deux propriétés d’une base d’ouverts donc il existe une unique topologie 7 pour laquelle
B est une base. O

Lemme 3.10

Soient X un ensemble et (Y;, T;)icr une famille d’espaces topologiques. Pour chaque i € I, soit f; : X —'Y;
une application et soit T la topologie initiale sur X associée a la famille (f;)icr-

1) Pour x € X, on obtient une base de voisinages de x formée d’ensembles ouverts pour T en considérant les
ensembles de la forme ﬂjlej_l(Uj) avec J un sous-ensemble fini de I et U; un ouvert de Y; contenant f;(x).
2) Si pour tout i € I,B; est une base d’ouverts de'Y; et si B’ est l’ensemble des intersections finies d’ensembles
de la forme f;l(Ui) oui €I et U; € B, alors B est une base de la topologie T .

Preuve. 1) On pose B, = {ﬂje‘]fj*l(Uj) :J C I fini et U; ouvert de Y; contenant f;(x)}.

Soit V' un voisinage de x.

Il existe un ouvert U € T tel que z € U C V. Mais il existe Njescr ﬁnifj_l(Uj) € Btelquex € mjejfj»_l(Uj) C
U C V, d’ou le résultat.

2) Soient U € T,z € U.

1l existe B = ﬂjejffl(Uj) eBtelquexz e BCU.

Or Vj € J,U; est un ouvert de Y; donc 3B; € B’ : f;l(aﬁ) € B; CUj.

Donc x € ﬂjlej-_l(Bj) CUet ﬂjejfj_l(Bj) enB. 0

Proposition 3.11

Soient X un ensemble et (Y;, T;)icr une famille d’espaces topologiques. Pour chaque i € I, soit f; : X —'Y;
une application et soit T la topologie initiale sur X associée a la famille (f;)icr-

1) La topologie T est la moins fine sur X rendant continues toutes les applications f;.

2) La topologie T est l'unique topologie sur X ayant la propriété universelle de la topologie initiale : pour tout
espace topologique E, g : E — X est continue si et seulement si Vi € I, f; o g est continue.

Preuve. 1) Par construction, 7 rend continue toutes les applications f;. Si 7' est une topologique rendant
continue toutes les applications f;, alors pour tout i € I et U; ouvert de Y, f; ' (U;) € T/ donc T C T".

2) Si g est continue, alors Vi € I, f; o g est continue.

On suppose que Vi € I, f; o g est continue.

Soient @ € E et V un voisinage de g(a).

Alors il existe J C I fini et U; ouvert de Y; contenant f;jog(a) tel que ﬂjlej*l(Uj) C V. Donc ﬂjng_l(fjfl(Uj)) C
g1 (V) puis Njes(fj 0 9)" (U;) € ¢g7'(V) mais par hypothese, les f; o g sont continues donc Vj € J, (f; o
9)~1(U;) est ouvert donc Njes(f; 0 g) 1 (U;) aussi et g~!(V) est un voisinage de a.

Soit T’ une topologie sur X ayant cette propriété.

Vi e I, fioid = f; donc id: (X, T") — (X,T) est continue puis 7 C T".

De méme, id : (X,T) — (X,T’) est continue donc 7/ C T puis T = T". O

3.4 Topologie produit

Définition 3.12

Soit (X;,T:)icr une famille d’espaces topologiques.

On pose X =11 X;.

La topologie la moins fine rendant continues toutes les projections p; : X — X; est appelée la topologie
produit.

Proposition 3.13

Pour tout ouvert U; de X;, on a p{l(Ui) = U; x ILj%;X; donc une intersection finie d’ouverts de la forme
pi_l(Ui) avec U; ouvert dans X; est un ouvert de X de la forme Il;c;U; ou U; est ouvert dans X; pour tout
1 €1 et U; = X; sauf pour un nombre fini d’indices. On appelle ces ouverts des ouverts élémentaires.

Les ouverts élémentaires forment une base de la topologie produit sur X

Proposition 3.14

1)Viel,p,: X — X, est une application continue et ouverte.

2) La topologie produit sur X est l'unique topologique ayant la propriété universelle de la topologie produit :
pour tout espace topologie E, une application g : E — X est continue si et seulement si Vi € I, f; o g est
continue.

Preuve. 1) Soit U = I;¢;U; avec U; = X; sauf pour un nombre finie d’ouverts.
Alors p;(U) = U; ouvert. Donc p; est ouverte.
2) Cas particuliers de la propriété universelle de la topologie initiale. O
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3.5 Topologie quotient

Définition 3.15

Soit R une relation d’équivalence sur un espace topologique (X, T).

On note X/R lensemble des classes d’équivalence pour R et pour z € X, on note [z] la classe de x.

Soit m: X — X/R la surjection canonique.

On pose Txyr ={U C X/R : Y U)eT}. Tx/r est une topologie et on l'appelle la topologie quotient sur
X/R.

Vérifions que Ty, est bien une topologie.

i) 0, X/R € Tx/r-

11) Soient Ul, ceey U, € TX/’R

W_l(ﬂ?lei) = ﬂ?zlﬂ_l(Ui) S TX/R

iii) Soit (U;)ier une famille d’éléments de Tx/%.
F_l(Uie[Ui) = Uie[ﬂ'_l(Ui) S TX/R-

Exemple 3.16

On munit R de la relation d’équivalence ~ définie par x ~y < x —y € Q. On note R/Q l’ensemble des
classes d’équivalences de ~ et on munit R/Q de la topologie quotient.

R/Q muni de la topologie quotient n’est pas séparé :

On note 7 : R — R/Q la surjection canonique.

Soit F un fermé non vide de R/Q.

Donc il existe x € R tel que w(z) € F. Mais alors¥r € Q,x+r € 7~ 1(F) car w(r) = 0. Donc x+Q C 7~ (F).
x + Q est dense dans R et 7= 1(F) est fermé donc =1 (F) = R puis F = R/Q.

Donc la topologie quotient sur R/Q est la topologie grossiére et n'est donc pas séparé.

3.6 Filtres et ultrafiltres

3.6.1 Définitions, propriétés

Définition 3.17

Soit X un ensemble infini.

Un filtre sur X est une famille non vide F C P(X) vérifiant :
i)A,BeF = ANBeF.

i) Ace F et ACB = BeF.

iii) 0 ¢ F.

Exemple 3.18

i) {X} est un filtre.

ii)Ve e X, Fp, ={A C X :x € A} est un filtre.

iit) Pour toute partie non vide S de X, l’ensemble des parties qui contiennent S est un filtre, un tel filtre est
appelé un filtre principal.

i) F={ACX:X\ A est fini} est un filtre non principal appelé filtre de Fréchet.

Proposition 3.19
Si un filtre contient une partie finie, alors il est principal.

Preuve. Soit F un filtre contenant une partie finie. On considere A une partie finie de F de cardinal minimum.
Soit B € P(X) contenant A. Alors A C B et A€ F donc B € F.

Soit B € F.
Alors AN B € F mais AN B C A donc |[AN B| < |A|. Par minimalité de |A], on a BN A= A donc A C B.
Donc F est un filtre principal. O

Définition 3.20
On dit qu’une famille A C P(X) est une base de filtre si toutes les intersections finies d’éléments de A sont
non vides.

Proposition 3.21

Pour toute base de filtre A, il existe un filtre contenant A.

Le plus petit filtre contenant A est F = {B C X : 3A1,...,An € A: N, A; C B} (ensemble des parties qui
contiennent une intersection finie d’éléments de A).
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Preuve. Soit A une base de filtre. F contient A4 et si un filtre contient A, alors il contient F. Montrons que
F est un filtre.

F est stable par intersections finies et si B contient un élément de F, alors B € F. A est une base de filtre
donc les intersections finies d’éléments de A sont non vides. § ¢ F. Donc F est un filtre. O

Exemple 3.22

Soit I un ensemble infini.

On pose X l’ensemble des parties finies de I.

La famille B des parties de la forme {A € X : F C A} avec F une partie finie non vide de X, est une base de
filtre sur X.

Définition 3.23
On dit que filtre F est un ultrafiltre si pour tout filtre G, F C G — F =4G.

Remarque 3.24

Les ultrafiltres sont donc les filtres mazimauz pour l'inclusion.

L’ensemble des filtres contenant un filtre donné, ordonné par l’inclusion est un ensemble ordonné inductif
donc le lemme de Zorn garantit l'existence d’ultrafiltres contenant un filtre donné.

Proposition 3.25
Un filtre F est un ultrafiltre si et seulement si VA€ X, A€ F ou X\ A€ F.

Preuve. On suppose que F est un filtre tel qu’il existe A € X vérifiant A, X \ A ¢ F. Montrons qu’alors
F U{A} est une base de filtre.

Soient B, ..., B, € F.

SiBiN..NB,NA=0,alors BiN..NB, C X\ Adonc X \ A€ F :absurde. Donc F U {A} est une base
de filtre, il existe alors un filtre contenant F donc F n’est pas un ultrafiltre.

Réciproquement, soit F un filtre qui n’est pas un ultrafiltre. Alors il existe G un filtre contenant strictement
F:ilexiste Ac G\ F. Alors A, X \ A¢ F. O

Proposition 3.26
Soit U un ultrafiltre.
Soit U contient le filtre de Fréchet sur X soit il est principal.

Preuve. On pose F = {A C X : X \ A est de cardinal fini }.
Si U contient une partie finie, alors U est un filtre principal.

Sinon :

Soit A € F.

X\ A est de cardinal fini donc A est de cardinal infini (on rappelle qu’on considere des filtres sur des ensembles
infinis). Mais U/ ne contient pas de partie finie et ¢’est un ultrafiltre donc A € U (car X \ A ¢ U). O

3.6.2 Utilisation des filtres en topologie

Définition 3.27
Soient X un espace topologique, F un filtre sur X et x € X.
On dit que F converge vers x si F contient le filtre V,, des voisinages de x.

Proposition 3.28
Soit X un espace topologique.
X est séparé si et seulement si tout filtre convergent sur X a une unique limite.

Preuve. On suppose que X est séparé

Soit F un filtre convergent sur X vers x

V, CF

Soit ' une limite du filtre F différente de x

Il existe U, U’ deux ouverts de X tels que UNU' =0,z € U, 2’ € U’

Vi, Vor C F done U, U’ € F puis UNU’ € F ce qui est absurde car UNU’ = ()

On suppose que tout filtre convergent sur X a une unique limite

Si X n’est pas séparé, il existe x # 2’ € X tel que pour tout ouvert U contenant et Vcontenant y, UNV # ().
On pose alors B={UNV :U € V,,V € V,}. B est une base de filtre, on note F le filtre enegendré par B
F — x et F — a’ ce qui n’est pas possible, donc X n’est pas séparé. O
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Définition 3.29

Soient X,Y deuz ensembles, F un filtre sur X et f: X — Y une fonction.

{BCY :3A € F tel que B = f(A)} est une base de filtre et on appelle filtre image de F par f le filtre
engendré par cette base de filtre.

Remarque 3.30
A appartient au filtre image de F par f si et seulement si f~1(A) € F.

Définition 3.31

Soient X un ensemble non vide, F un filtre sur X et f : X — Y une application de X dans un espace
topologique Y.

On dit que l €Y est limite de f suivant le filtre F lorsque le filtre image f(F) converge vers .

Le lien entre la convergence de filtres et la convergence de suite est établi par la proposition suivante.

Proposition 3.32

Soient Y un espace topologique et l € Y.

Soit f : N =Y une application. Pour n € N, on pose y, = f(n).

(Yn)n converge versl si et seulement si l est la limite de f suivant le filtre de Fréchet.

Preuve. On rappelle que le filtre de Fréchet sur N est F = {I C N : I¢ est fini }.

On suppose que (y,)n converge vers .

Soit V un voisinage de [ dans Y.

Alors il existe un rang N € N tel que Vn > N,y, € V. On pose alors = {n € N:n > N}. I C f~1(V)
donc f=1(V)¢ C I¢ qui est fini donc f~*(V) C F. Donc f(F) converge vers .

Réciproquement, on suppose que [ est la limite de F suivant le filtre de Fréchet.

Soit V un voisinage de [ dans Y.

Alors V appartient au filtre image de F par f, I = f~1(V) € F.

I¢ est fini et I¢ = (f~1(V))¢ = f~1(V°) donc il n’y a qu'un nombre fini d’entiers dont I'image n’est pas dans
V, c’est a dire : il existe un rang N € N tel que Vn > N, f(n) =y, € V. Donc (yn), converge vers . O

Proposition 3.33
Le filtre image d’un ultrafiltre sur X est un ultrafiltre sur Y.

Preuve. Soit f: X — Y une fonction et & un ultrafiltre sur X.

f(U) est un filtre, montrons que c’est un ultrafiltre

Soit A C Y n’appartenant pas & f(U). Donc f~1(A) ¢ U. Or U est un ultrafiltre donc X \ f~1(A4) € U donc
fFHY\NA) eUpusY\AelU

Donc f(U) est un ultrafiltre O

Proposition 3.34
Soient X, Y deuz espaces topologiques, x € X et f: X — Y une fonction.
f est continue en = si et seulement si pour tout filtre F qui converge vers x, f(F) converge vers f(x).

Preuve. On suppose f continue.

Soient F un filtre qui converge vers x et V un voisinage de f(z).

f est continue donc f~1(V) est un voisinage de z. Or V, C F donc f~1(V) C V, puis f~1(V) € F. Donc
Ve f(r)

On suppose que pour tout filtre F qui converge vers x, f(F) converge vers f(x).

Soit V un voisinage de f(x).

V, =z done f(V,) — f(z). V € f(Vy) donc f~H(V) € V,. O

Proposition 3.35

Soit (X;)ier une famille d’espaces topologiques.

On pose X =11;X; qu’on munit de la topologie produit.

Un filtre F sur X est convergent si et seulement si Vi € I,7;(F) est convergent .

Preuve. Si F est un filtre convergent sur X, alors Vi € I, m;(F) converge car m; est continue.

On suppose maintenant que Vi € I, m;(F) converge vers z; € X;. Montrons que F converge vers = (;)c;.
Soit U un voisinage de z. On peut supposer que U est de la forme U = {y € X : Vj € J,7;(y) € U;} avec
J C I une partie finie et U; ouvert de Xj.

Vi € I, m;(F) converge vers x; donc c’est le cas pour tout élément de j donc Vj € J,V,, C m;(F).Vj € J,U; €
;i (F) donc 3V; € F : m;(V;) C Uj.
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On pose alors V = Nje V.
VeFetVjedm(V)Cmj(V;) CU;j doncV CU puis V € F.
Donc F converge vers x. O

Proposition 3.36
Soient X un espace topologique, U un ultrafiltre sur X et x € X.
U converge vers x si et seulement si x € NA avec A={AC X :AclU,A fermé }.

Preuve. SilU converge vers z, alors VA € U,z € A.

Réciproquement, si x appartient a l'intersection des éléments de I/ qui sont fermés dans X :

Soit V un ouvert contenant x.

SiV ¢ U, alors X \V €Y mais X \ V est fermé donc z € X \ V ce qui est absurde. O

Proposition 3.37
Soit X un espace topologique séparé.
X est compact si et seulement si tout ultrafiltre sur X est convergent.

Preuve. On suppose que X n’est pas compact et on fixe un recouvrement ouvert (O;) de X qui n’admet pas
de sous recouvrement fini. La famille formée par les complémentaires des O; est une base de filtre qui est
donc contenue dans un ultrafiltre &. U ne peut converger vers aucun x car pour z € X, i : € O; mais
O; ¢ U donc U ne peut pas converger vers x.

On suppose X compact.

Soit U un ultrafiltre sur X.

La famille formée par les éléments de U qui sont fermés dans X a une intersection non vide car X est compact
et toute sous-famille finie est d’intersection non vide car F est un filtre. On fixe x dans cette intersection. U
converge alors vers x. O

Proposition 3.38
Soit (X;)ier une famille d’espaces topologiques non vides et X = I1; X; muni de la topologie produit.
X est compact si et seulement si Vi € I, X; est compact.

Preuve. Si X est compact, alors Vi € I, 7;(X) = X; est compact.

On suppose que Vi € I, X; est compact.

Soit U un ultrafiltre sur X.

Vi € I,7;(U) est un ultrafiltre surX; donc converge. Donc U est convergent et X est compact. O

3.7 Compacité locale

Définition 3.39
Soit X un espace topologique séparé.
On dit que X est localement compact lorsque tout point de X admet un voisinage compact.

Exemple 3.40

i) Tout espace compact est localement compact.

it) R™ et C™ sont localement compacts.

ii1) Tout espace topologique discret X est localement compact car Va € X, {x} est un voisinage compact de x.
iv) Tout espace topologique homéomorphe a un espace localement compact est localement compact.

Proposition 3.41

Soient X un espace localement compact, Y un espace topologique séparé et f : X — Y une application continue
surjective et ouverte.

Alors :

i) Y est localement compact.

it) Pour tout compact K de Y, il existe un compact K' de X tel que K = f(K').

Preuve. Soit y € Y.

i) Il existe = € X tel que y = f(x). On pose V un voisinage compact de x dans X.

Alors f(V') est un voisinage de y dans Y car il existe un ouvert U de X tel que x € U C V et f est ouverte
donc f(U) est un ouvert contenant y et contenu dans f(V'). De plus f(V') est compact car V est compact et
f est continue.

ii) Soit K un compact de Y.

K, = ffl(K) est fermé dans Y et Vo € K, il existe un ouvert U, de X contenant z et tel que U, soit
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compact. Alors (f(U,))zek, est un recouvrement ouvert de K. K étant compact, il existe z1,...,z, € K;
tel que K C UL, f(Us,) = f(UP,Us,). Or U Uy, = UP_ Uy, donc UP_,U,, est compact dans X. On
pose K' = K3 ﬂ Uz_lU qui est un compact de X et f(K') C f(Ky) = K et K C f(U,U,,) puis
K = KN f(Ky) © PO Ue ) N f(KY) = f(UL Uz, 0 Ky) = f(K7). O

Proposition 3.42
Soient X1, ..., X, des espaces topologiques localement compacts (donc séparés).
7, X; est localement compact si et seulement si Vi € [|1,n|], X; est localement compact.

Preuve. On suppose que 117" ; X; est localement compact.

Soit i € [|1,n]].

pi(X) = X; est localement compact car p; est continue surjective et ouverte.

On suppose que Vi € [|1,n]|], X; est localement compact.

Soit = (21, ...,xn) € II? | X;. Pour ¢ € [|1,n]], on considére U; un voisinage compact de z;. Alors I ,U;
est un voisinage compact de x dans II?' ; X;. Donc II}* ; X; est localement compact. O

Lemme 3.43
Soient X un espace topologique séparé et A,B deuz compacts disjoints de X.
Alors il existe deuz ouverts disjoints U,V de X tels que ACU,B C V.

Preuve. Soit b € B.

Comme X est séparé, Va € A, il existe Uy, et V,, deux ouverts disjoints de X tels que a € Ug,b €
Vs Uap N Vgp = 0. Donc A C U,Uyp mais A est compact donc il existe ay, ..., a, € A tels que A C U Ug,p-
On pose alors Up = Ul Uq,p et Vi = N7 Vo

U, et V;, sont deux ouverts de X tels que A C Uy, b € V}, et U,NV, = 0. Donc B C UpV};,. Mais B est compact
donc il existe by, ..., b, € B tels que B C U_, V. On pose alors U = N,_, Uy, et V = U_, V.

U et V sont deux ouverts disjoints de X tels que A C U, B C V. O

Théoréme 3.44
Soit X un espace topologique séparé.
X est localement compact si et seulement si tout point de X admet une base de voisinages compact.

Preuve. 11 suffit de montrer I'implication directe.

Montrer que tout point de X admet une base de voisinages compact revient & montrer que pour tout point
z de X, et tout voisinage U, de x dans X, il existe un voisinage compact de = tel que x € V C U,,.

Soient € X et U, un voisinage compact de z.

Soient K, un voisinage compact de x dans X et U, un ouvert de X tel que z € U, C K.

Alors W, = U, N U, est un ouvert de X tel que x € W, C K, NU,. On pose alors A = K, \ W,. A est
compact et x ¢ A. 1l existe donc deux ouvert U,V de X tels que AC U,z € Vet UNV =(. Donc V C W,
et VNU =0,V C K,.Doncx €V C W, CU,.V est un voisinage compact de  contenu dans U,. O

3.8 Compactification d’Alexandroff

Un espace localement compact est un espace qui possede ”beaucoup” de compacts et qui n’est donc pas loin
d’étre lui-méme compact.

Définition 3.45

Soit X un espace topologique.

Une compactification de X est un couple (X, f) avec X un espace compact et f un homéomorphisme de X
dans un sous-ensemble dense de X .

Proposition 3.46

Soit (X, T) un espace localement compact non compact.

On ajoute un point, noté oo, a X et on pose X=XU{oo} et T=TU{X\K : K compact de X }.

Alors T est une topologie séparé sur X et espace topologique (X T) est compact, il est appelé compactifié
d’Alexandroff de X.

Preuve. i) §,X € T.

ii) Soient U € T et K un compact de X.

UNX\K)=UN(X\K)=U\KeT.

Soient K’ un autre compact de X.

(X\K)N(X\K')=X\(KUK') € T car KUK’ est un compact de X. Donc X est stable par intersection
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finie.

ili) Soient U € T et K un compact de X.

UUX\K)=X\ ((X \K)NK)) e 'T Si K’ est un compact de X, alors :

(X\K) UX\K)=X\(KNK')eT car KNK’ est un compact de X. Donc 7 est bien une topologie sur
X.

Donc T est bien une topologie sur X. Soit z € X.

On consideére K un voisinage compact de z dans X. Alors K° (I'intérieur de K dans X) et X \ K sont deux
ouverts disjoints de X séparant z et {co}. O

Lemme 3.47

Soient X un espace topologique séparé, Y un sous-ensemble de X localement compact pour la topologie i
induite par celle de X .

1) Si'Y est dense dans X, alors Y est un ouvert de X.

2) Il existe un ouvert U de X et un fermé F de X tels queY =UNFE.

Preuve. Soient y € Y et K un voisinage compact de y dans Y. O

Théoréme 3.48

Soit X un espace localement compact.

Alors il existe X un espace topologique compact vérifiant :

i) X est un sous-espace de X.

i) X \ X est réduit ¢ un point {co}.

i11) X est dense dans X «— X nlest pas compact <= oo n’est pas un point isolé dans X.
iv) X est unique a homéomorphisme pres.

Preuve. iv) Soient Y un espace compact et g : X — Y un homéomorphisme de X sur g(X) tel que Y\ g(X) =
glx)siz e X

’ . h est bijective. De plus, X est un ouvert de X et g
w si x =00

{w}. On pose alors h: X =Y : x>

est continue donc donc h est continue sur X.
Soit V' un voisinage ouvert de w dans Y. Alors K =Y \ V est un compact de Y \ {w} = g(X). Or g est un
homéomorphisme de X dans g(X) donc X \ h=}(V) = g~1(K) est un compact de X. Donc h~1(V) est un
ouvert de X contenant oo. Donc k est continue en oc.

O

Exemple 3.49

1) Le compactifié d’Alexandroff de R est la sphére S = {z € C: |z| = 1}.

2) Le compactifié d’Alexzandroff de C est la sphére de Riemann.

3) Le compactifié d’Alexzandroff de R™ est la sphére S™ = {(x1, ..., @py1) € R S0 22 = 1) ¢ RHL
Pour prouver les résultats des exemples précédents, on peut conidérer la projection stéréographique.

Le procédé de compactification d’Alexandroff nous sera tres utile dans la suite pour étendre le théoreme de
Riesz sur les espaces compacts aux esapces localement compacts.



Chapitre 4

Cube de Hilbert et espace de Cantor

4.1 Cube de Hilbert

Définition 4.1
Le cube de Hilbert est l’espace [0, 1]N muni de la topologie produit.

Proposition 4.2
Le cube de Hilbert est compact.

Preuve. C’est un produit d’espaces compacts donc compact. O

Lemme 4.3
Soit (X,d) un espace métrique.
Si (X, d) est compact, alors (X, d) est séparable.

Preuve. Soit n € N.

(B(x,27™))zex est un recouvrement ouvert de X donc il existe un ensemble fini 4,, tel que X = Uzea, B(z,27").
On pose alors A = UpenAn, A est au plus dénombrable.

Soient € X,e >0 et n € N tel que 27" <.

Il existe y € A, tel que d(z,y) < 27" < e donc A est dense dans X. O

Théoréme 4.4
Soit (X,d) un espace métrique compact.
1l existe un fermé F du cube de Hilbert et un homéomorphisme g : X — F.

Preuve. Sans perte de généralité, on suppose que d est a valeurs dans [0, 1] (quitte a remplacer d par min(1, d)
qui est équivalente & d).

(X, d) est un espace métrique compact donc séparable.

Soit {x;};en un sous-ensemble dénombrable dense dans (X, d).

On pose g : X — [0,1]N défini par Vo € X,¥n € N,g(x)(i) = d(x,x;). g est continue car Vi € N,z —
g(z)(i) = d(x,z;) est continue. Donc F = g(X) est compact puis fermé dans [0, 1]N.

Soit x #y € X.

On pose € = d(x,y) > 0. 3i € N : d(z, ;) < § Donc d(z;,y) > d(x,y) — d(x;,x) > § puis d(zs, ) < d(z4,y).
g(x) # g(y) donc g est injective.

g : X — F est bijective, X est compact donc g est un homéomorphisme. O

4.2 Espace de Cantor

Définition 4.5
On appelle espace de Cantor lespace C = {0,1}N muni de la topologie produit.

Proposition 4.6

{0, 1} muni de la distance discréte est compact (car fini) donc C' est compact en tant que produit dénombrable
d’espaces compacts.

Les suites convergentes d’éléments de {0,1} sont les suites stationnaires donc une suite (x,) d’éléments de
C converge vers x € C si et seulement si x, (1) = x(2) @ partir d’un certain rang.

16
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Pour x £y € C, on pose n(x,y) = min{i € N : z(i) # y(i)}.
27 @Y) s £y

On peut définir une distance d sur C défini par : d(x,y) = .
0 sinon

Théoréeme 4.7
Soient x,y,z € C.
d satisfait linégalité triangulaire ultramétrique : d(z,z) < max(d(z,y),d(y, 2)).

Preuve. Soient z,y,z € C.

Si x = z linégalité est vraie.

Siz#z:

On pose n = n(x,z). On ne peut pas avoir a la fois z(n) = y(n) et y(n) = z(n) donc n(z,y) < n ou
n(y,z) < n. Donc 272 > 277 oy 277W:2) > =7,

Donc d(z,y) < max(d(z, z), d(y, 2)). O

Proposition 4.8
Dans (C,d), tous les triangles sont isocéles.

Preuve. Soient (X, d) un espace ultramétrique et x,y, z € C' trois points distincts

On suppose que d(z,y) est la plus grande distance entre ces trois éléments.

Alors d(z,y) > max(d(z, z),d(y, z)) et d(z,y) < max(d(z,y),d(y, z)) donc d(z,y) = max(d(z, 2), d(y, 2)).
Au moins deux distances sont égales. 0

Proposition 4.9
La distance d induit la topologie produit.

Preuve. Soit (7)., € CN convergeant vers x € C.

Ve > 0,IM € N : Vm > M, d(z,,z) = 27"=m?) < e Avec e = 277, IM € N : Vm > M,2-"=m:2) < =P
donc Vi < p, (i) = x(4). Donc Vi € N, (2, (7)) converge vers z(i).

Réciproquement, si Vi € N, (2, (7)), converge vers x(i), alors (), converge vers x pour d. O

Définition 4.10
Pour toute suite finie s = (Sg, 81, ..., Sk) d’éléments de {0,1}, on note Ny = {x € C : Vi < k,z(i) = s;} =
{(80y e Sks Thot 1, -..) 1 Vi > k+ 1,m; € {0,1}}.

Définition 4.11

On note S Uensemble des suites finies d’éléments de {0,1} et pour s = (so, ..., $n), on note |s| =n+1 et on
Uappelle la longueur de s. On convient que Ny = C

S5 8= (80, 8n),t = (80 vy Sn, €), ON nNOte t =5 —~ €.

Six € C,neN, on note ), = (z(0),...,z(n — 1)).

Théoréme 4.12
S0it $ = (80, .y Sn) € S.
Les Ny sont ouverts, fermés et forment une base de la topologie de C.

Preuve. Pour n’importe quel élément © € N;, on a Ny = B(z,27"). En effet, si y € B(x,27") et y # z,
n(z,y) > n donc Vk € [|0,n]],y(k) = z(k) = sk, y € Ns.

Réciproquement, si y € Ny \ {z},n(x,y) > n donc d(x,y) < 27",y € B(z,27").

Donc N est ouvert et I'ensemble des N forme une base de la topologie de C.

On pose E, les éléments de S de longueur n+ 1. On a alors Ny = C'\ Uyeg,\ (s} NVt = Niep,\{s}(C \ Nt). Les
C'\ N; sont fermés donc N est fermé. O

Théoréme 4.13

Soit (X,d) un espace métrique non vide, compact, parfait dont la topologie admet une base constituée de
parties ouvertes et fermés.

Alors (X,d) est homéomorphe a l’espace de Cantor.

Lemme 4.14

Soit (X,d) un espace métrique non vide, compact, parfait dont la topologie admet une base constituée de
parties ouvertes et fermés.

Soient U une partie ouverte et fermé non vide de (X,dx) et € > 0.

Alors il existe n > 2 et Uy, ...,U, des parties ouvertes fermées non vides de diamétre plus petit que € telles
que U = UZ_,Uj.
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Preuve. [du lemme] U est fermé dans (X,d) qui est compact donc U est compact. U est ouvert donc c’est
une réunion de boules B(xz;,7) avec 0 < r < € et quitte & réduire €, on suppose que ces boules sont différentes
de U. Or chacune de ces boules est une réunion de parties a la fois ouvertes et fermées donc il existe un
ensemble I, (V;);cr des parties ouvertes et fermées de diametre plus petit que € telles que Vi € I,V; # U et
U = U;erV;. U est compact donc il existe iy, ...,%, € I tels que U = U}_, V;,

On pose alors U, =V;, , k> 2 car U # V;. O

Preuve. [du théoréme] On construit & I’aide du lemme une fammile de parties non vides, ouvertes et fermées
(Us)ses telles que :

i) Uy =

ii) Vs € S,Us =Ug-qUUg~1 et Ug~gNUg~1 = )

iii) diam(Us) —|s|—>+o00 0

On explique seulement l'initialisation et les premieres étapes, la suite se fait par récurrence.

On pose Uy = X

D’apres le lemme précédent, on peut écrire : Uy = U2 V; avec diam(V;) < 1/2. On pose Upn-1 =V, et pour
i €[|0,n —2|],Upi~1 = Vit1,Ugi = Vip1 U...UV,. On peut représenter la construction par larbre suivant
dont on ne représente que les premieres branches :

/\
/\
/N

Uooo Uoo1

Pour o € C, on pose alors K, = NnenUa,

K, est non vide car c’est une intersection décroissante de compacts non vides. De plus, diam(K,) = 0 car
diam(U,,,,) —» 0 donc on peut écrire K, = {f(a)}. f est continue car diam(Us) — 5|00 0
Sia#Betn=n(q,pB),alorsa=s ~e~ad' et f=s~€ ~f avece =1—e.

Donc f(«) € Ugne, f(B) € Us—~e et ces deux ouverts sont disjoints done f(«a) # f(B), f est injective.

Soit z € X.

Par récurrence, on construit a € C tel que : Vo € X,Vn € N,z € U,
Comme Uy U U; = X, on peut choisir «(0) de sorte que x € Uy(o).
Mais Uy (0) = Un(0)~0 U Una(0)~1 donc on peut choisir a(1) de sorte que = € Uy (g)~a(1)-

On répete ce procédé pour obtenir le résultat. On obtient donc que f est surjective, puis f est un homéomorphisme
de (C,d) dans (X,dx).

n *

O

Théoreme 4.15
Il existe un homéomorphisme de C sur C x C et de C sur CN.

Preuve. C x C est un espace métrique non vide compact (en tant que produit de deux compacts). {Ns x N; :
s,t € S8} forme une base de parties ouvertes et fermés de la topologie de C' x C. De plus, chaque Ng X Ny est
infini donc C x C' n’a pas d’ouvert fini et donc pas de points isolés. D’apres le théoreme précédent, C' x C
est homéomorphe a C.

De méme pour CN. O

Définition 4.16

On définit une suite de fermés K,, de [0,1] de la maniére suivante :

Ky = [Ov 1]

Ky = [0, 5] U2, 1

Si K, est construit, et s’écrit K,, = [0,a0] U [a1,a2] U ... U [am, 1] avec 0 < ag < ... < a;y < 1, alors on pose
Kni1 =0, 2a0] U [2a0,a0] U ... U[am, an + =22 U [ay, + 22582 1] (on découpe chaque intervalle en trois et
on retire la partie centrale).

On pose K = Oj;i%Kn et on lappelle l’ensemble triadique de Cantor.
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Théoréme 4.17
L’ensemble triadique de Cantor K est homéomorphe a [’espace de Cantor C.

Preuve. Soit f:C — [0,1] : ¢ — 2:8’ 23+. Montrons que f est un homéomorphisme de C' dans K.

Siz,y € C tels que d(z,y) < 27", alors |f(x) — f(y)| < >, n+1 2 =L donc f est continue.

Sia 4y etn=n(ry), alors |f(2) = fW)] = | Xipn 257 — Loz 57| = P51 + Doy 25050 2
3" ZZD”H 5= 1 > 0. Donc f est injective.

Pour z € C': VnEN Y2
Soit y € K.

Siy €[0,1/3], on pose z(0) = 0, sinon on pose x(O) = 1. On répete ce procédé a chaque étape et on obtient
ainsi que Vn € N, Y7 2% <y<3Yr,2 w( ) 4 2. Donc y = f(z).

f est une bijection continue de C sur K, C est compact, donc f est un homéomorphisme de C sur K. O

(z) € K.

Lemme 4.18
Soit f : K — [0,1] continue.
f s’étend en une fonction continue de [0,1] dans [0, 1].

Remarque 4.19
C’est un cas particuliers du théoréme de prolongement de Tietze.

Preuve. Pour z € K, on pose f(z) = f(x).

Soit z € [0,1] \ K.

Il existe a,b € K tels que Ja,b[NK = () et = €]a,b[. Donc 2 = ta + (1 —t)b pour un t €]0,1[. On pose alors
f(z) = tf( )+ (1 — ) f(b). Montrons que f est bien continue sur [0,1]. Pour z € [0,1] \ K, il existe un
intervalle ouvert sur lequel f est affine donc continue.

Soient « € K et € > 0.

Par continuité de f,36 > 0:Vy € K,|ly —z| < 20 = |f(y) — f(x)] < e Cas 1 : z est extrémité d’un
intervalle qu’on enleve a [0, 1] dans la construction de K, sans perte de généralité, on peut supposer que c’est
I’étrémité de gauche.

Par ce qui précede, f est continue & droite en x

Soit y < x tel que |y — x| < 4.

Siy e K, alors |f(z) — f(y)| <e

Sinon : Ja,b € K :]a,b[NK = 0 et [a — x| < 26,|b— x| < 6. On a donc |f(z) — f(a)| <€ |f(x) = f(b)] <e
Or f(z) € [f(a), f(b)] donc |f(z) — f(z)| < e donc f est continue en .

Cas 2 : x n’est pas I'extrémité d’un intervalle qu’'on enléve & [0, 1] pour construire K.

On considére alors ¢’ > 0 tel que |x — ¢,z + 0’[ n’intersecte aucun de ces intervalles qui ont une longueur
plus grande que ¢ et on vérifie de méme que précedemment que si z € [0,1] tel que [z — x| < 0, alors

(@) = f2)l < e. O

Théoréme 4.20

Soit F' un fermé non vide de C'.

Il existe une fonction continue r: C — F telle que Vo € F,r(x) = x.
En particulier, r est une surjection continue de C sur F.

Preuve. Si x € F : on pose r(z) = x.
Siz ¢ F:d(z,F) >0 car F est fermé. Or si y € F tel que 2|, = yjm, alors d(z,y) < 2m1
max{m € N: 3y € F: 2, = Yjm}

On pose m(z) {0 si Vy € F,x(0) # y(0)
T|m(z)- T €st bien a valeurs dans F et r(x) = 2 pour tout z € F.

Montrons que r est continue :

Six ¢ F : pour tout y € C tel que d(z,y) < 27™® alors m(z) = m(y) donc r(x) = r(y).

Si o € F : pour tout y € C tel que d(z,y) < 27", alors m(y) > n, donc r(y) étend y), = x), donc
d(r(z),r(y)) <27

Donc 7 est continue en =z. O

et r(z) = Yz, avec y € F tel que y prolonge

Théoreme 4.21
Soit (X,dx) un espace métrique compact non vide.
Il existe une surjection continue f: (C,d) — (X,dx).



20 CHAPITRE 4. CUBE DE HILBERT ET ESPACE DE CANTOR

Preuve. Soit f : C' — [0,1] telle que Va € C, f(z) = 3, 0”2(2).

De la méme maniere qu’a la preuve 4.2, on montre que f est une surjection continue de C' sur [0, 1]. On pose
alors g : ON — H définie par g(z) = (f(20), f(21),...). g est une surjection continue de CN sur H = [0, 1]N.
Or C et CN sont homéomorphes donc il existe ¢ : C — CN un homéomorphisme et on a alors § = g o ¢ est
une surjection continue de C sur H. De plus, il existe un fermé X de H et un homéomorphisme h : X — X.
Alors F = §~1(X) est un fermé non vide de C donc il existe une rétraction continue r : C' — F.

Ainsi, h o g or est une rétraction continue de C sur X. O

Théoreme 4.22
Il existe des courbes de Peano, c’est a dire, des surjections continues de [0,1] dans [0,1] x [0, 1].

Preuve. [0, 1] x[0, 1] est compact et C est homéomorphe & K donc il existe f : K — [0, 1] X [0, 1] une surjection
continue. On note f1, fo ses coordonnées, fi, fo sont des fonctions continues de K dans [0, 1] donc on peut
les prolonger en g1, go : [0,1] — [0,1] x [0, 1] des fonctions continues

g9 = (g1, 92) est une surjection continue de [0, 1] dans [0, 1] x [0, 1]. O



Chapitre 5

Duaux d’espaces de fonctions
continues

5.1 Compléments en théorie de la mesure

5.1.1 Régularité des mesures
Dans cette partie, X est un espace métrique et la tribu considérée sur X est la tribu borélienne notée B(X).

Définition 5.1

- On dit que p est réguliére intérieurement lorsque pour tout A € B(X), p(A) = sup{u(K) : K compact C A}.
- On dit que p est régquliére extérieurement lorsque pour tout A € B(X), u(A) = sup{u(O) : A C O ouvert}.
- est dite réguliere si elle est réguliére intérieurement et extérieurement.

Remarque 5.2
L’argument de régularité sera trés utile pour montrer des propriétés d’unicités de mesures. En effet, si deux
mesures sont régquliéres et coincident sur les compacts, alors elles sont égales.

Définition 5.3
Une mesure borélienne est dite de Borel si elle est finie sur les compacts.

Proposition 5.4

Soit (1 une mesure finie sur (X, B(X)).

Pour tout A € B(X) et € > 0, il existe un ouvert O et un fermé F tels que F C A C O et u(O\ F) < e.
Autrement dit : p(A) = sup{u(F) : F fermé C A} =inf{u(O): A C O ouvert }.

Preuyve. On pose A = {A € B(X) : A vérifie la proposition}. Montrons que A est une tribu contenant les
ouverts donc B(X).

Soient A un ouvert et € > 0.

Pour n € N*, on pose F,, = {z € X : d(z, A°) > 1/n}. © — d(z, A°) est continue donc F), est fermé et
Up>1F, ={z € X : d(z,A°) > 0} = A.

VYn € N*, F,, C F,,11 donc lim,, u(F,) = p(A). p est finie donc lim,, (A \ F,,) = 0 soit, & partir d’un certain
rang n: u(A\ F,) < e. Donc A contient les ouverts.

Soient (A,)n>1 € AN, € > 0.

Vn € N*, il existe un ouvert O,, et un fermé F, tels que F,, C A, C O, et pu(F, \ Op) < 5357

Or U, F, C U, A, C U,0,, donc :

1((UnOn) \ (UnFy)) < p(Un(On \ F)) < 32, (On \ Fr) < 32, o < €/2

De plus, il existe n. > 1 tel que p(U,F,) < p(Upe, Fr) +€/2.

On pose maintenant O = U,,0,, et F' = U}, F}. O est un ouvert contenant A, F est un fermé contenu dans
Aet :(u(O\F) = p(UnOy) — u(F) = p(UpOy) — u(Un ) + (U ) — u(F) < e. Donc A est stable par union
dénombrable.

Soient A € A,e > 0, F fermé contenu dans A, O ouvert contenant A tels que F C A C O et u(O\ F) <e.
On a donc O° C A° C F°, O° est un fermé contenu dans A, F'° est un ouvert contenant A et u(F°\ O°) =
©(O\ F) < e.Donc A est stable par passage au complémentaire.

A est une tribu contenant B(X) : A = B(X). O

Définition 5.5
Soit (1 une mesure sur un espace mesurable (X, B(X)).

21
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On dit que p est o-finie lorsqu’il existe une suite croissante de boréliens (Ey)n>1 telle que :
X =UpE, etVn>1,u(E,) < +oo. Dans ce cas, l'espace mesuré (X,B(X), u) est dit o-fini.

Théoréeme 5.6
Supposons (X, p) o-fini : X = Up>1E,, avec u(E,) < 400 et E, C Epqq.
a) Si p est une mesure o-finie sur (X, B(X)), alors VA € B(X), u(A) = sup{u(F) : F fermé C A}.

b) Si de plus X = Up>1E,, alors p est réguliére extérieurement.
¢) Si on peut choisir les boréliens E,, compacts, alors p est réguliére intérieurement.

Preuve. a) Cas 1 : u(A) est fini.

Soit € > 0.

A =U,(ANE,) donc il existe n. > 1 tel que u(A) < (AN E,, )+ € soit u(AN Ky, ) < ¢e/2. On pose fi la
mesure définie par i(B) = p(B N E,_). ji est une mesure finie sur (X, B(X)) donc par la proposition 5.4 il
existe un fermé F' contenu dans A tel que i(A\ F) <e. pu(A\ F) = p((A\ F)NE,,)+u(A\F)NE; ) <
AA\F) + p(ANE,,) < 2.

Cas 2 : pu(A) = 400

p(A) = lim, (AN E,) mais d’apres le cas 1 :

w(ANE,) =sup{u(F) : F C ANE,, F fermé} < sup{u(F) : F fermé C A} donc pu(A) < sup{u(F) :
F fermé C A} puis pu(A) = sup{u(F) : F fermé C A}

b) Pour n > 1, on pose pi, = pu(- N Ey).

Soient A € B(X) et € > 0. ¥n > 1, il existe O,, un ouvert contenant A tel que u(O, \ A) < ¢/2" donc
WO, NE,) < u(ANE,) +¢/2".

Par récurrence, on montre que pu(Up_, (O N Ey)) < p(ANE,) + Y p_, /2"

Sin =1:le résultat est vrai.

Soit n > 2 tel que u(Up_;(Ox N Ey)) < p(ANE,) + > p_, €/2%.

uUpEH (0 N Br)) = (O N Engr) + (Ui (Or N E)) = (Ot N Erngr) N U=y (O N Ey))

€ i € n
AN En1) + 5= gnt1 T w(ANE,) +227 = 1((Ont1 N Epy1) VU1 (Ok N Ey))
k=1

Or ANE, CU_(ANE,) CUR_1(OxNEL) et ANE, CANE,4+1 C Opt1 N E,yq donc :

n+1
€

,u(Un-H(Ok NEy) <u(ANE, 1)+ Z ok

Par passage a la limite, on obtient donc p(U,(On, N Ey)) < pu(Un(On N EL)) < pu(A) + €. De plus, X = U, F,
donc A=U,(ANE,) C U,(O,NE,).
c) Les F'N E,, sont compacts et u(F) = lim, u(F N E,). O

Lemme 5.7
Si (X, d) est un espace métrique localement compact et séparable, alors (X,d) est o-compact.

Preuve. On pose I = {(n,r) € N* x Q% : B(xy,,r) compact}. I est au plus dénombrable donc on peut I’écrire
sous la forme I = Up>11, avec (I,), une suite croissante d’ensembles finis.

Soient z € X et K, un voisinage compact de z. Il existe (n,r) € N* x Q% tel que z € B(z,,r) € K,. On
pose K, = U(nyr)ejpg(xn,r) et comme X = U(n7r)ejg($n77n), on a X = Up>1K,. Les K, sont compacts en
tant que réunion finie de compacts donc X est o-compact. O

Théoréme 5.8
Une mesure de Borel sur un espace métrique localement compact et séparable est réguliére.

Preuve. Par le théoreme 5.6, il suffit de montrer que X = Up,>1L, avec L, compact et L, C Lp41. On
reprend les notations de la preuve précédente.

o]
On pose L; = K; et on suppose avoir construit Ly, ..., L, tels que Ky C Ly et Ly_1 C Ly. Kpy1 U Ly, est
compact et X est localement compact donc pour tout x € K, 41 U L, il existe V,, un voisinage compact de x

o
dans X. (Vx)meKn+1ULn est un recouvrement ouvert de K, 41 U L,, donc il existe x1,...,x, € Kp41 U Ly, tels

que K, 1 UL, C U?lezj. On pose L,41 = Ué-’:lej. L, 1, est compact en tant qu’union finie de compacts,
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o o
K,t1 CLyyiet Ly, C U§:1VI] C Ly41. Ainsi, la suite de compact (L) vérifie :

X =U,K, CU,L, CUpLyt1 CU,L, C X donc X =U,L,. O

Définition 5.9
Une mesure de Radon est une mesure de Borel réguliere exterieurement et vérifiant : pour tout ouvert O de
X, p(0O) =sup{u(K) : K compact C A}.

5.1.2 Théoreme d’extension de Carathéodory

Définition 5.10

Une famille A de parties de X est une algébre si :
i) X € A.

i) VA,Be A,AUB € A.

i) VA e A, A° € A.

Définition 5.11

Soient A une algebre sur X

Une prémesure sur X est une application p: A — [0,400] telle que :

i) p(9) = 0.

i) Pour (Ayn)n une famille d’éléments de A deuz a deux disjoints, p(Un>1A4n) =D, <1 1(An).

Théoreme 5.12 (Carathéodory)
Soient A une algébre sur X et p une prémesure sur A.
Alors il existe une unique mesure sur M(A) la tribu engendrée par A, coincidant avec p sur A.

Preuve. Pour une preuve, voir [1]. O

5.2 Théoreme de Riesz pour les espaces compacts

Pour K un compact, on note C(K) I'ensemble des fonctions continues sur K & valeurs dans R et on munit
C(K) de [ - [|oo-

Définition 5.13
Soit ¢ une forme linéaire positive sur C(X).
On dit que ¢ est positive lorsque pour toute fonction continue sur X d valeurs positives o(f) > 0.

Théoréme 5.14 (Stone-Weierstrass)

Soient (X, d) un espace métriqgue compact et A un sous-espace vectoriel de C(X,R) vérifiant les propriétés
suivantes :

1)Vf,ge A fge A.

2) Les fonctions constantes appartiennent a A.

3) Vo #y,3f € A/ f(x) # f(y).
Alors A est dense dans (C(X,R),] - |lco)-

Preuve. Commengons par montrer le résultat suivant : si f € A, alors |f| € A.

Soit f € A. On pose v: R — R : t — t. Par théoréme de Weierstrass, il existe une suite (P,,) de polynomes
sur [—1, 1] telle que ||Py, — v]lcc —=n O

Cas1:|[flleo <1.

Alors : Vo € X, f(z) € [-1,1]. Par ce qui précede, on a donc |P, o f —vo fllec =n 0 et P,o f € A

Cas 2 : || flleo > 1.

On pose alors g = W Par le cas 1, g € A et comme A est un espace vectoriel f € A. Pour f,g €

A, max(f,g) = IHot1F =gl o min(f,g) = fﬂ%lf_g‘. Par ce qui précede, si f, g € A, alors max(f, g), min(f, g) €

2
A

Soient x1 # x2 € X et a1, as € R. Montrons qu'il existe f € A telle que f(z1) = a3 et f(x2) = as.

A sépare les points de X donc il existe g € A telle que g(z1) # g(z2). On pose alors f : x — Swa)=9(@) o 4

g(z2)—g(z1)
%ag. Alors f e Aet f(x1) = aq, f(z2) = as.
Soient g € C(X,R) et € > 0.

Soit z € X. Pour tout y € X, on pose f, € A telle que f,(z) = g(z) et fy(y) = g(y) et Uy = {z € X :

fy(2) > g(2) — €}. Uy est un ouvert de X contenant y donc (Uy)yex est un recouvrement ouvert de X. Mais
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X est compact donc il existe y1, ...,y € X tels que : Vz € X,3i € [|1,n|] : fy,(2) > g(z) — €. On pose alors
hy = max(fy,, ., fy,) € A. Alors hy(z) = g(z) et : Vz € X, hy(2) > g(2) — €.

On pose maintenant V, = {z € X : h,(2) < g(z) + €}. V, est un ouvert de X contenant x, on peut donc en
extraire un sous-recouvrement fini, il existe x1,...,2, € X tels que : Vz € X,3i € [|1,n]] : hy, (2) < g(z) + €
On pose alors h = min(hy,, ..., hy, ). Montrons que h € A.

Soit € > 0. Il existe alors gy, ..., gn, € A telles que ||hy;, — gilloo < € pour i € [|1,n]].

On pose g = min{gi,...,gn}- Ona g€ Aet ||h — gl < € donc h € A.

Alors h vérifie : Vz € X, h(z) < g(z) + €.

On a donc trouvé h € A telle que : Vo € X, |h(x) — g(z)| < €, autrement dit ||h — g||oo < €. O

Lemme 5.15
Toute forme linéaire ¢ positive sur C(X) est continue et ||¢|| = ¢(1).

Preuve. Soit f € C(X) non nulle. On pose g =1 — W

g est continue positive donc ¢(g) > 0 puis ©(f) < || fllec(1). Donc ¢ est continue et ||¢|| < ¢(1)
De plus ¢(1) < [l x [[1loe = [lll done [[¢]l = ¢(1). B

Théoréme 5.16 (Théoréeme de Riesz version positive)
Soient X un espace métriqgue compact et ¢ une forme linéaire positive sur C(X).
Alors il existe une unique mesure borélienne finie p sur X telle que pour toute f € C(X),o(f) = [y fdpu.

Remarque 5.17

Le théoréme de Riesz fait donc le lien entre les formes linéaires positives sur C(X) et les mesures boréliennes
finies sur X. Travailler avec une mesure borélienne finie sur X revient donc a travailler avec une forme linéaire
positive sur C(X). Le théoréme de Riesz pour les espaces topologiques localements compacts sera fondamental
dans la preuve de l’existence d’une mesure de Haar sur un groupe topologique localement compact.

Théoréme 5.18 (Théoreme de Riesz)
Soient X un espace métrique compact et ¢ une forme linéaire continue sur C(X).
Alors il existe deuz mesures boréliennes finies 1, pip sur X telles que :V.f € C(X),o(f) = [y fdpr— [y fdus.

Lemme 5.19
Soient X un espace métrique compact et o € C(X)*.
Il existe deux formes linéaires positives 1, pa sur C(X) telles que : Vf € C(X),o(f) = p1(f) — w2(f).

Preuve. Pour f € C(X,R™), on pose ¢1(f) =sup{p(g) : 0 < g < f} et o f) = w1(f) — o(f).

Pour f € C(X,R"),0 < f donc ¢1(f) > ¢1(0) = 0.

De plus, o(f) < ¢1(f) donc p2(f) > 0.

VA € RY, o1(Af) = A1 (f)-

Soient f, f2 € C(X,RT).

Si Osash ;alors 0 < g1 + g2 < f1 + f2 done ¢(g1) + ¢(g2) < ¢1(f1 + f2) puis 1(f1) + p1(f2) <
0<g2 < fo

e1(f1 + fa)-

Si0<g<fi+fz,onpose g =min(g, fi) et g2 =9 — g1.

Si g1(x) = g(x), alors ga(x) = 0 < fo(x) et si gi(z) = fi(x), alors ga2(x) = g(x) — fi(x) < fo(x)

8 i . i T done plg) = o) +9(92) < p1(f1) + palfo) pris @a(fr + f2) < pr(fa) +eal ).
<9< fo

Donc p1(f1 + f2) = ¢1(f1) + w2(f2)-
Pour f € C(X), on pose p1(f) = ¢1(f*) —pu(f7).
Soient f,g € C(X).

On a alors

or(f+9)=er(fP—F +9"—g7)
=o(fT+gt = (f"+97))
=o1(fN) +e1lg) —er(f7) +e1(e7)
= o1(f) + »1(9)

Donc ¢ est linéaire.
2 = @1 — ¢ donc @y est aussi linéaire. 0
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Preuve. [théoréme de Riesz version positive] Unicité (sous reserve d’existence) :

On suppose qu'il existe deux mesures p, v borélienne, finies sur X telles que : Vf € C(X =/  fdp =
J fdv.

Soient K un compact de X et € > 0.

On pose L, = {x € X : d(z,K) > €} et fo(x) = #@E;“. L. est fermé dans X (qui est compact)

donc est compact. f. est & valeurs dans [0, 1], égale & 1 sur K et 0 sur L. Donc Vz € X, f(x) —cmo0 XK ().
De plus V. € X, |f(x)] < 1 et 1 est intégrable sur K car p est finie donc par théoréme de convergence
dominée :fX fedpt =50 fX xkdp = p(K). Or fX fedp = o(fe) donc p(K) = lim.—0 ¢(fc). De méme avec v
et on obtient ainsi que p(K) = v(K)

Par régularité des mesures p et v (proposition 5.4), on obtient que y = v

Preuve du théoreme de Riesz sur I’espace de Cantor :

On considere ¢ une forme linéaire sur C(K) avec K = {0,1}N T'espace de Cantor. On note Clopen(K)
Pensemble des parties de K qui sont a la fois ouvertes et fermées. Clopen(K) est stable par union finie,
par passage au complémentaire et contient (} et K donc c’est une algébre de parties de K. Par théoréme
d’extension de Carathéodory, toute prémesure sur Clopen(K) s’étend en une mesure positive sur la tribu
engendrée par Clopen(K). La topologie sur K admet une base de parties & la fois ouvertes et fermées donc
toute prémesure positive sur Clopen(K) s’étend en une mesure borélienne sur K. Pour A € Clopen(K), on
pose p(A) = p(xa), 1 est alors finiment additive sur Clopen(K).

Soit (Ap), une suite de parties deux-a-deux disjointes de Clopen(K) telles que A = U, A4,, soit aussi ouverte
et fermée.

A est fermée dans K donc compact et (A,) est un recouvrement ouvert de A donc il existe N € N tel que
Vn > N, A, =0 donc u(A) = p(UY_A,) = Zn o 11(Ay) = 3220 1(A,). Ainsi, par théoréme d’extension de
Carathéodory, il existe une mesure borélienne p sur K telle que p(A) = p(xa) pour toute partie A ouverte
fermée.

On note F' = Vect({xa : A € Clopen(K)}). Par théoréeme de Stone-Weierstrass, F est dense dans C(K) (pour
la norme || - ||oo) done Vf € F,o(f) = [} fdp.

Soit f € C(K).

1l existe (f,,)n € FN telle que (f,,) converge uniformément vers f.

o(fa) = Joe Fudiic ¥ € K, £ul) = F(@) et 2 | ()] < |F@)] + [£a(@) = F@)] < [|Flloc + [fa = Fll- Dome
il existe un entier N tel que Vn > N, |f,(2)] < || fllso + 1. Donc par passage a la limite o(f) = [, fdu
Preuve du théoreme de Riesz sur X :

Il existe II : K — X une surjection continue. On pose 7 : C(X) — C(K) définie par : Vf € C(X),Vy €
K, 7(f)(y) = ().

Si 7(f) =7(g), alors Vy € X, f(II(y)) = g(II(y)) donc f = g par sujectivité de 7.

On définit @ : im(7) — R par ¢(r(f)) = ¢(f). Vf € im(r), 3(f) < G| fllc-

Par théoreme de Hahn-Banach, il existe ¢ une forme linéaire continue sur C'(K) prolongeant ¢ et telle que :
Ve CK),v(f) <) flloo- Comme P(1) = p(1), ¢ est une forme linéaire p051t1ve sur C(K).

Par la partie précédente, il existe p mesure borélienne finie sur K telle que ¢(f) = [ o fdp.

On a alors :

o(f) = »(7(f))

—/ T(f)dp
/fol'[du

On pose v la mesure image de p par Il et on a donc :

e(f) = /del/

Théoreme 5.20
Sur (R™, B(R™)), il existe une unique mesure p telle que Yay < by, ..., an < by, u(I17_; [a;, b;]) = T, (b; —ay).

Preuve. On pose K, = [-n,n]? et p,(f) = f f flx1, .o, zq)dzy...dxg.
n, est une forme linéaire positive donc par theoreme de Riesz, il existe une unique mesure borélienne finie
tn sur K, telle que pour f € C(K,), pn(f) = fK fdn.
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Soit i € [|1,d|].

Osiz<a;—1/poux>b;+1/p Osiz<a;oux>b;
PS%we[aifl/p,ai] et gi(z) = PS?fL’E lai,a; +1/p]

1siax € [a;,bi] b 1sixe|a;+1/p,b; —1/p]

psiz € [b,b; +1/p] psize b —1/p,b]

On a alors Vi € [|1,d|], g}, (2:) < 1(q, 5,) (@) < f(2;) donc :

Fo(@) < 1mnja, () < gp(e) puis 7y (b — ai — 1/p) < 1nn (g, 0, (%) < 7y (bi — a; +1/p).

Par passage a la limite, on obtient le résultat suivant :

pin, est Punique mesure sur K, vérifiant ju,, (11, [a;, b;]) = OL (b; — a;) pour [ay,b1], ..., [an, b,] des segments
contenus dans [—n,n]. Vn < m,VB € B(Ky,), in(B) = pm(B). Donc pour tout borélien B de R?, on pose
A(B) = limy 400 in (BN [— n,n]d).

A est une mesure borélienne o-finie sur R? vérifiant A\(T1%_, [a;, b;]) = TI9_, |b; — a).

On ainsi obtenu I’existence et I'unicité de la mesure de Lebesgue sur R%. O

On pose f}(z;) =

5.3 Théoreme de Riesz pour les espaces localement compacts

Théoréme 5.21
Soient (X, d) un espace métrique localement compact sépamble et 90 une forme linéaire positive sur C.(X).
Il existe une unique mesure de Radon u telle que Vf € Co(X) fX fdu.

Remarque 5.22
De la méme maniéere que l'on a déduit l’existence et l'unicité de la mesure de Lebesgue sur R™ du théoreme
de Riesz pour les espaces compacts, on obtient une extension de ce théoréme pour les espaces localements
compacts. Les groupes topologiques localements compacts constituent notamment le bon cadre pour obtenir la
mesure de Haar.

Preuve. Soit ¢ une forme linéaire positive sur C.(X).

X est séparable et localement compact donc o—compact : X = U, K, avec K,, C K 11.

Pour n € N, on pose F,, = {z € X : d(z,K,,) > 1} et fr, : @ — %.

[07 1]7 fn\Kn = 1, fn|Fn =0

On pose X le compactifié d’Alexandroff de X et ¢, (f) = ¢(fn - f) et on a alors @, une forme linéaire positive

sur C (X ). Par théoreme de Riesz dans le cas compact, il existe une unique mesure borélienne finie p,, sur X

telle que : Vf € C(X), on(f) = [ fdpn.

Soit A C K,, un borélien.

Pour € > 0, on pose A, = {z € X : d(x, A) > €} et fo(z) = %

Alors, Vz € X, fe() =es0 xa(z).

on(£2) = ©n(x2) = fin(A) = fins1(A). On pose alors ju(A) = lim,, (AN K.,).

u est bien finie sur les compacts. Soit f € C.(G) telle que supp(f) C K.

/}ljcc)rs fnf = [ sur supp(f) donc ¢(f) = on(f) = [ fdun. Mais [ fdu, = [ fduni1 done o(f) = [ fdp, =
du.

Il reste & montrer 'unicité. Soient u, v deux mesures verifiant les conclusions de I’énoncé. i, v sont des mesures

de Radon sur un espace métrique localement compact et séparable donc elles sont régulieres.

Soient €2 un ouvert de X d’adhérence compacte et K un compact de X inclus dans ).

Pour n > 1, on pose Q, = {r € X : d(z,K) < 1/n} N Q. On a alors Ny,>1Q, = K et u(Qy,) < u(Q) < +oo

donc p(2, \ K) =, 0.

On pose maintenant f,(z) = #%!K) avec n > 1. Les f, vérifient f,(x) € [0,1] et K C supp(f) C Q,

donc :xx < fn < X0.,.-

On a donc p(K) C @(frn) < p(2y) soit 0 < o(fr) — p(K) < u(Qy \ K) =5 0. Donc ¢(fy) —»n p(K). On peut

faire de méme avec v et on obtient ainsi que u(K) = v(K) donc par régularité intérieure, p = v O

fn est & valeurs dans



Chapitre 6

Groupes localement compacts

6.1 Groupes topologiques

Dans toute cette partie, tous les groupes topologiques considérés sont supposés métrisables.

Définition 6.1
Un groupe topologique est un groupe G muni d’une topologie telle que (g, h) — gh et g — g~

Définition 6.2

Si G est un groupe topologique, on note 1 son élément neutre et pour A, B C G,g € G, on définit :
Ag={ag:ac A}, gA={ga:ac A},A"'={a"':ac A},AB={ab:a € A,be B}.

On dit que A est symétrique si A = A™L,

L soient continues.

Remarque 6.3
On remarque que ANB =0 <= 1¢ A'B.

Proposition 6.4

Soit G un groupe topologique.

i) Si U est un ouvert de G, alors pour tout g € G,A C G, gU,Ug, UL, AU,UA sont ouverts dans G.
it) Pour tout voisinage U de 1 il existe un voisinage symétrique V de 1 tel que VV C U.

i) Si H est un sous-groupe de G, alors H aussi.

iv) Tout sous-groupe ouvert est fermé.

v) Si A et B sont compacts dans G, alors AB est compact dans G.

Preuve. Soient z € G, A C G.

L’appliation G — G : y — zy est un homéomorphisme de G dans G donc zU est un ouvert de G. De méme
pour Uz, U~ 1.

AU = UzegzU donc AU est un ouvert de G. De méme pour U A

ii) Soit U un voisinage de 1.

Par continuité de (x,y) — xy pour tout voisinage de 1, il existe Vi, V5 des voisinages de 1 tels que V(z,y) €
Vi x Va,zy € U donc ViVo CU. Onpose V=V, NVonV; NV, !

iii) Soit H < @G.

HcGetleH.

Soient =,y € H.

I(zn), (yn) € GN : 2, — z,y, — y. Par continuité de (z,y) = zy et * — 2~ 2y, — zy et z,1 — 2~
iv) Soit H < G ouvert.

G\ H = Ugx19gH donc c’est un ouvert.

v) AB est I'image directe de A x B compacte par application continue (g, h) — gh donc est compact. O

1

Proposition 6.5

Soient G un groupe topologique et H < G.

On munit G/H de la topologie quotient.

i) Si H est fermé, alors G/H est séparé.

it) Si G est localement compact, alors G/H aussi.

i11) Si H est distingué, alors G/H est un groupe topologique.

Remarque 6.6
1l est donc préférable de quotienter par des sous-groupes distingué et fermé afin d’obtenir une structure de
groupe sur le quotient muni d’une topologie séparé.

27
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Preuve. i) On suppose H fermé.

Soient T = 7(z),y = m(y) deux points distincts de G/H.

Alors xHy ™! est un fermé de G ne contenant pas 1 donc il existe V un voisinage symétrique de 1 tel que
VV NzHy ! = (. Montrons que 7(Vx) et m(Vy) sont des voisinages distincts de z et 7.

Par I'absurde, on suppose que 7(Vx) N7 (Vy) # 0.

Soit m(z) € m(Vx) Nw(Vy).

Alors z € VaH NVyH donc Jvy,ve € V,hy,ho € H tels que z = vizhy = vayhs. Donc ’U;l’l)g = xhlhgly_l
ce qui est absurde car VV NzHy ! = ().

ii) Si U est un voisinage compact de 1 dans G, alors w(Ux) est un voisnage compact de 7(x) dans G/H.

iii) On suppose que H est distingué.

Soient z,y € G et U un voisnage de 7(xy) dans G/H.

Par continuité de la multiplication dans G, il existe V,W des voisinages de z, y tels que VW C 7~ 1(U). Ainsi,
w(V) et m(W) sont des voisinages de m(x) et w(y) tels que 7w(V)x (W) C U. Donc la multiplication dans G/H
est continue. De méme pour 'inversion. O

Théoréme 6.7 (Birkhoff-Kakutani)

Soit G un groupe topologique

G est métrisable si et seulement si G est séparé et a base dénombrable de voisinages.
Dans ce cas, G admet une distance invariante a droite.

Preuve. Si G est métrisable, alors G est séparé et a base dénombrable de voisinages donc il suffit de montrer
le sens réciproque.

Soit (U, ) une base dénombrables de voisinages de 1¢.

On peut supposer que Uy = G et que les U,, sont ouverts. G est séparé donc N, U,, = {1} : on suppose qu'’il
existe © # 1 € N, U,, alors on peut trouver U,V deux ouverts tels que 1 € U,z € V,U NV = . Mais (U,,)
est une base de voisinages de 1 donc il existe n € N tel que U,, C U : absurde car x € U, C U,z € V et
unv =40.

On définit (V;,) une suite de voisinages ouverts de 1¢ tels que :

) Vo CG, Vg1 CV,

i) V, =V, !

i) V3., CV,

iv) V,, Cc U,

Par récurrence, on suppose que V,, C U, NV,_1 et V,, = Vn_l. Par continuité de la multiplication, il existe
W1, Wy, W3 des voisinages ouverts de 1g tels que Wy - Wy - W3 C V,,, alors Wy, Wy, W3 C V,,. Par continuité
de l'inversion Wfl,le,ng sont des voisinages ouverts de 1g. On pose V11 = Upyp1 N U;Jh NWwiN
Wt N Wo N Wyt nWa N W5t Vi est un voisinage ouvert de 1g et on a toujours i,4i), iii), iv). Par iv) :
NV = {1lg}-

Pour h,k € G, on pose p(h, k) = inf{27" : h=k € V,,}. Alors p vérifie :

1) p(h,k) > 0 et p(h, k) =0 si et seulement si h =k

2) p(h, k) = p(k,h)

3) Ve >0, p(go; 91): (91, 92), p(g2, 93) < € = p(g0,93) < 2¢

On pose d(h, k) = inf{>}_, p(gi, gi+1) : 9o = h. gis1 =k, g1,....q1 € G,1 € N}

d(h,k) > 0et d(h,h) =0, d(h,k) = d(k,h) et d(h,k) < d(h,g) + d(g, k)

Pour h, k € G, on montre par récurrence que Zé:o p(9is giv1) = 30(90, Gi41) :

Sil <2:lerésultat est vrai par 3).

Sil>3: )

On suppose que VI’ < 1, 37i_q p(gi: gi+1) > 5p(g0: gi1) et on pose S = °i_o p(gi, gis1)-

Cas 1: p(go, 1) > 55

p(91,9141) < 2(S — p(go,91)) par hypothese de récurrence. Donc p(g1,gi+1) < S. Par 3), p(go, gir1) < 25
done S > 3p(go, gi+1)-

Cas 2 : p(gi, gi+1) > £5 (méme raisonnement).

Cas 3 : p(g0,91), P(g1, g111) < 55 :

On considere m le plus grand entier tel que Z;T;Ol 0(9is git1) < %S (1 <m < 1). Par hypothese de récurrence,
p(90, gm) < QZ?:ol p(gi, giv1) < S. 300 p(giy git1) > 3 done p(go, gi1) < 2.

Donc d est une distance et d(h, k) > 2p(h, k), d est invariante & gauche car p I’est. Montrons que la topologie
induite par d est la topologie de G.

Soient U un ouvert de G et g € G

11 existe n € N tekl que gV, C U.

Soit h € B(g,27"1).
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d(h,g) < 2771 donc p(h,g) < 2d(h,g) < 27" : g~*h € V,,. Donc h € gV,, C U, U est un ouvert pour la
topologie induite par d.

Soient U un ouvert pour la topologie induite par d et g € U.

dneN:B(g,27™) C U. Soit h € gVpp41.

p(g,h) <2771 donc d(g,h) < p(g,h) <2771 < 27" Donc h € u puis gV, 41 C U. U est un ouvert de
G. O

Proposition 6.8

Soient G un groupe topologique séparable, métrisable avec une distance d invariante o droite et H un sous-
groupe de G.

On pose d* (g1 H, goH) = inf{d(k1,k2) : k1 € g1 H, ko € g2 H}.

d* est une distance compatible avec la topologie de G/H.

Preuve. Montrons que d* est une distance.

d*(g1H,g2H) = d*(goH, 1 H) et d* (g1 H,goH) < d*(g1H, gsH) + d*(gsH, g2 H) car d est une distance.
Soient g1 H # g H.

On suppose que d*(g1 H, goH) = 0. Donc il existe (h1 ,,h2,) € HY telles que d(g1h1 5, gahan) —n 0.

Donc d(lg,gghg,nhf,;gfl) —n 0 soit d(1g,gohngy') —n O avec h, = hQ,nhi;. gohngy' —n 1 donc
hy, — glggl. H est fermé donc glggl € H puis g1 € goH donc g1 H = g2 H.

Montrons que G/H est & base dénombrable de voisinages.

Soient gH € G/H et (V,,),, une base dénombrable de voisinages de g.

Alors (mg(Vy,))n est une base de voisinages dénombrable de gH. On peut donc utiliser la caractérisation
séquentielle des fermés : A C G/H est fermé si et seulement si pour toute suite (g, H) € AN qui converge
pour d* vers gH € G/H, gH € A.

Soient A un fermé pour la topologie de G/H et (g,H) € AN une suite qui converge vers gH € G/H pour
d*. Donc Vk € N,3ny, € N : d*(gn, H,gH) < 27%. Or d*(gn, H,gH) = inf{d(x1,22) : 21 € gn, H, 72 € gH}.
Donc par invariance de d, il existe hy, € H tel que d(kign,,g) < 27*. Donc g est un point d’accumulation de
7 (A). A étant fermé dans G/H, 7" (A) est fermé dans G donc g € w5, (A) soit 7x(g) = gH € A. Donc A
est fermé pour la topologie induite par d*.

Soit A un fermé pour la topologie induite par d*. Soit (g,) € 75 (A)N telle que g,, —,, g :d*(g, H, gH) —, 0
et g,H € A donc gH € A soit g € 77;11 (A). O

Définition 6.9
Soient G un groupe topologique, f une fonction définie sur G.
On définit L, f :x — f(y~'z) et Ry, f : 2 — f(zy).

Remarque 6.10
En définissant Ly f de cette forme, L, = L,L..
De méme Ry, = RyR,.

Définition 6.11
On dit que f est continue uniformément a gauche lorsque | Lyf — flloc —y—1 0 et @ droite lorsque ||Ry,f —
fHoo —y—1 0.

Proposition 6.12
Si G est localement compact et f € C.(G), alors f est continue uniformément a gauche et & droite.

Preuve. Cas de R, f :

Soient f € C.(G),e >0, K =supp f.

Pour tout = € K, il existe U, un voisinage de 1 tel que Yy € Uy, |f(zy) — f(x)] < € et il existe aussi V,
un voisinage symétrique de 1 tel que V.V, C U,. (XV;)zck forme un recouvrement ouvert de K qui est
compact donc il existe zi...,z;, € K tels que K C Uj_jz;V,;. On pose V. =N7_;V,;, V est un voisinage de
1. Montrons que Yy € V, [|Ryf — flloc < 2e.

Soit y € V. Si & € K, alors il existe j € [|1,n]] tel que x € z;V,, donc :nj_lx € Vz,;. Donc zy = acj_lxjmy €
2;Us, et on a alors |f(zy) — F(2)] < |f(y) — Fla5)| + |f(@) — Flu)] < 2¢

Si zy € K, alors il existe j € [|1,7n]] tel que xy € x;V,,; donc |f(zy) — f(x)] < 2e.

Si o,y ¢ K, f(z) = f(zy) = 0.

Donc Yy € V, ||Ry f — fllo < 2€ et f est uniformément continue & droite.

De méme a gauche. O
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6.2 Nombres p-adique

6.2.1 Définition et propriétés

Définition 6.13

Soit p un nmombre premier.

Pour r € Q*, on pose |r|, = p~
dénominateur de q et |0], = 0.

™ quecr = pTq,m € Z,q € Q tel que p ne divise pas le numérateur et le

Proposition 6.14
| - |p vérifie |1 + ra|, < max(|rilp, [r2lp) done d, : (r1,7m2) € Q* = |r1 — 12|, définit une distance sur Q.

Preuve. Soient rq,7r5 € Q tels que 71 = p™tqy et ro = p~"2¢qy. Supposons d’abord my < mao.

T+ re =pMq +p"2ge = pT(q1 +p"2 T ga).

Donc |rq + 72|, =p~ ™.

Si mg < my, alors |rq + 12|, = p~ 2.

Donc |r1 + 72lp < max{|r1|p, |72]p}-

Montrons que d,, définit bien une distance sur Q.

dp(r1,72) > 0 et sidy(r1,m2) = |r1 — r2|p = 0, alors r; = ra.

dp(Tl, 7"2) = dp(T'Q, 7'1).

Par ce qui précede, d, vérifie I'inégalité trianguaire. O

Proposition 6.15

+:Q% = Q: (z,y) = x +y est uniformément continue pour la topologie p-adique.
Xx:Q%2—=Q:(z,y)—axxyeti:Q" — Q*: x> a1 sont uniformément continue sur les compacts pour la
topologie p-adique.

Preuve. Soit € > 0.

On pose § = €/2 et on considere (z,y), (z/,y") € Q? tels que max{|z — 2’|, [y —¥/|,} < 8. Alors |z +y— (z/ +
Y)lp < |z —2'|, + |y — ¢|, <25 < e Donc I'addition est uniformément continue sur Q? pour la topologie
p-adique.

Soit K un compact de Q2 bornée par M : V(x,y) € K, max{|z|,, |y[,} < M. On pose § = 537 et on considere
(2,9), (@',") € K tels que max{|z — /|y |y — ¥'lp} < 5.

Alors |zy—2'y'|, = |[(x—2")y+(y—y ) x|, < (2|, +]ylp) < 20M < e. Donc la multiplication est uniformément
continue sur tout compact de Q2.

Soit K un compact de Q* tel que Vo € K,m < |z|, < M. On pose maintenant § = m?e et on considere
z, 2’ € K tels que | — 2’|, < 6.

_ lz—a’|, J_
[z|plz’], = m?

Alors |1 — L, < e. Donc l'inversion est uniformément continue sur tout compact de Q*.

Définition 6.16
On définit alors Q, comme le complété de (Q,dp).

Proposition 6.17
Q, est un corps.

Preuve. L’application + : Q?> — Q : (z,y) + x + y est uniformément continue pour la topologie p-adique et
(Q,|-]p) est dense dans Q, qui est complet. On peut donc prolonger l'addition en une application continue
sur Q, pour la topologie p-adique.

Soit K un compact de Q.

L’application x : Q% — Q : (x,y) — z xy est uniformément continue sur K & valeurs dans un compact (image
directe de K compact par 'application continue x) donc complet. On peut donc prolonger la multiplication en
une application continue sur tout compact de Q,,. La continuité étant une propriété locale, la multiplication
est contine sur tout Q, pour la topologie p-adique. De méme pour l'inversion.

Par passage a la limite, on vérifie que (Q,, +, X) vérifie les axiomes de corps. O

Proposition 6.18

Sim € Z et cj €[|0,p— 1], alors 3,5, ¢;p” converge dans Q.

De plus, tout nombre p-adique s’écrit de maniére unique comme la somme d’une telle série, donc Q, =
{2 jomep’ imeZ,cj €0,p—1|]}.

Prewve. YN < M, |3,y cip? =X s pr it |p = | Z]M:;Vl ¢;jp’|p —n 0 donc la suite des sommes partielles est

de Cauchy dans Q, qui est complet. Donc i>m ¢;jp’ converge dans Q.
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On pose K = {>_,5,, cjp’ i m € Z,c; € [|0,p— 1[]} et on définit Paddition sur K terme & terme en gardant
chaque coefficient ‘Tans [10,p —1]]. Exemple : (1+2p)+ ((p—1)+ (p—4)p) = (p—1)p.

De méme pour la multiplication. (K, 4+, X) forme ainsi un corps.

Montrons que K = {>_ c;p’ :m € Z,c; € [|0,p — 1]]} est complet, ainsi, on aura que K = Q,,.

Soit (x,) € KN une suite de Cauchy avec z,, = > Ay

Alors Vk € N3N € N/Vni,na > N, |Tn, — Tn,|p, < p~F. Donc Vj < k, ;' = c;*. Donc & partir d'un certain
rang N, les coefficients a j fixés sont constant. On pose alors pour j € N ;= limn . (z,,) converge vers
Zj eyl O
Proposition 6.19

Sotent r > 0,2 € Q,.

i) B(x,r) est ouverte.

ii) Tout point de B(z,r) en est un centre.

iii) Si B(x,r) N B(z',7") # 0, alors B(x,r) C B(z',r") ou B(z',r") C B(x,r).

Preuve. i) La norme | - |, ne prend que les valeurs p*, k € Z et 0 donc e > 0 tel que |z —y[, <17
|z — y|, < r+ e Donc B(x,r) qui est fermé est aussi ouverte.

ii) Si |z —yl, <ret|y—=z|, <r,alors |x — z|, <r par 'inégalité triangulaire ultramétrique. Donc tout point
de la boule en est un centre.

iii) On suppose que B(z,7) N B(z',7") £ 0 et r <7’

Soient y € B(z,r) et z € B(z,r) N B(x ')

|z —y| <7 |-z, <r |z’ -z, <r' donc |2’ —y| = |2' — 24+ 2 —y| < max{r',r} =1 donc y € B(z',7’). O

j>m

Définition 6.20 -
On définit 'anneau des entiers p-adiques noté Z,, comme étant la boule unité fermée dans Q,, : Z,, = B(0, 1).

Proposition 6.21

i) Zp = {350 cp” 1 c; €[10,p — 1]} = [|0,p — 1IN

it) Z, est compact. iii) Z, est le complété de Z pour la distance p-adique.

Prewve. 1) Stz =35, cjp, alors z € B(0,1).

Soit x € B(0,1).

d(z,0) <1 ord(z,0) = |z[, = p~™ en écrivant x = p™q donc p~™ < 1. On peut alors écrire z =) .-, cip?.
Sim <0, alors |z|, = p~™ > 1 ce qui est absurde. Donc m > 0.

ii) D’apres i), Z, = [|0,p — 1|]N donc Z,, est compact en tant que produit de compacts.

ili) Z C Z, et Z, est complet.

Soit x € Zp,x =350 ¢ip

Pour n € N, on pose z,, = Z?:o cjpj. Alors x, € Z et z,, — x pour la valeur absolue p-adique car
|z — znlp = ‘ZjZn-H e’y < N O

Proposition 6.22

pZ, = B(0,1/p) est un sous-groupe de Z, et Z, = B(0,1) est l'union disjointe de p boules de rayon p~!.
Preuve. B(0,1/p) C pZ,. Si x = py avec y € Z,, alors z = > i1 P " donc |z|, < 1/p. D’ou pZ, = B(0,1/p).
De plus, B(0,1/p) est un sous-groupe de Z,, car B(0,1/p) C Z, et Va,y € Z,, |z —y|, < max{|z|p, |y} < 1/p.
Donc pZ, = B(0,1/p) est un sous-groupe de Z,.

On pose € : Z,, — Z/pZ la réduction mod p : e(Zi>0 a;p') = ag.

€ est un morphisme de groupes surjectif et ker(e) = pZ, donc Z,/pZ, = Z/pZ.

Donc Z, = UP_} (x4 + pZy,) = UP_ i B(xk, 1/p). O

Proposition 6.23
(Qp,+) et (Qp \ {0}, x) sont localements compacts.

Preuve. Z, est compact donc toute boule est compacte. On obtient donc que Q,, est localement compact. [J

6.2.2 Limite inverse

On peut voir les entiers p-adiques d’une maniere différente :

Pour n € N, on pose G,, = Z/p"1Z et pour f, : G,, — G,,_1 morphisme canonique. Alors f,, est surjective.
On pose €, : Z, — Z/p"Z la réduction modulo p™. Pour z = > .., a;p’ € Zy, on a alors €, (z) = Y o<icn a;p*
donc €, (z) =y, x. On aimerait donc dire que ”Z/p"Z converge vers Z,. On peut aussi le voir sur le diagramme
commutatif suivant :
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Z/p"L

En+lT m
€

Z, —"— Z/p"Z

Définition 6.24
On appelle limite inverse de (G, frn) et on note Jim Z/p"Z ensemble G = {(xp)n : Vn € N,z = fr(Tnt1)}-

Proposition 6.25
La fonction Z, — @Z/p”Z qui a tout nombre p-adique x = Y. a;p' associe la suite (Tn)p>1 avec
Tn =3 icn a;p* est un homéomorphisme.

— — Tpn—Tpn—
Preuwve. 1 = ag,Ta = ag+a1p, ..., Tn = ag+a1p+...+an_1p" ' donc ag = z1,a; = =¥ q, = 2"In1
Ainsi la fonction donnée est une bijection. Mais elle est continue et définie sur un compact donc c’est un

homéomorphisme. O

Proposition 6.26
Q, = Frac(Z,).

Preuve. Q, = {37 ¢;p? :m € Z,c; € [|0,p— 1|]} et Z, = {Z;’:Ofnc]pﬂ :m € N,¢; € [|0,p—1]]. Si

j=m

T = ;;Ojn c;p’ avec m < 0, alors on écrit z = p™ Ejzog Cijymp! = p™y avec y € Zy, et p~™ € ZX. D'ou le
résultat. H

6.3 Mesure de Haar

Dans cette partie, on supposera que les groupes topologiques sont métrisables et séparables. Dans ce contexte,
les mesures de Borel sont des mesures de Radon et elles sont régulieres. Nous allons généraliser ce qu’on connait
sur la mesure de Lebesgue aux groupes localements compacts.

6.3.1 Définitions et propriétés

Définition 6.27
Pour G un groupe localement compact, on pose CTH(G = {f € C.(G): f >0, f # 0}.

Remarque 6.28
Les parties positive et négative d’une fonction continues sont continues donc Vect(CF(G)) = C.(G).

Définition 6.29
Une mesure de Haar & gauche sur G est une mesure de Radon vérifiant : Vg € G,VB € B(G), u(¢B) = p
Une mesure de Haar a droite sur G est une mesure de Radon vérifiant : ¥g € G,VB € B(G), n(Bg) = u(B).

Dans cette partie on considere les mesures de Haar a gauche par défaut.

Définition 6.30

Soient G un groupe localement compact et u une mesure de Radon sur G.

On définit fi par i(B) = u(B~1).

i) p est une mesure de Haar d gauche si et seulement si fi est une mesure de Haar o droite.

i) p est une mesure de Haar & gauche si et seulement siVf € CHG),Vy € G, [ L, fdu = [ fdu.

Preuve. i) Si p est une mesure de Haar & gauche, alors Vo € G,VB € B(G),i(Br) = p((Bx)~!) =
px=tB71) = u(B~1) = i(B) donc fi est une mesure de Haar & droite. De méme dans 'autre sens.

ii) On note (1, la mesure sur G telle que p, (E) = pu(yE). Si p est une mesure de Haar a gauche, alors p = p,,
donc [ Lyfdp= [ fdp, = [ fdu pour f e CHG) ety € G.

Réciproquement, si Vf € CF(G),y € G, [ Lyfdu = [ fdu,, alors c’est aussi vraie pour toute fonction
f € C.(Q) et par 'unicité dans le théoreme de Riesz, p1 = p, donc g est une mesure de Haar & gauche. [

6.3.2 [Existence et (presque) unicité

Pour montrer l'existence de la mesure de Haar, on va chercher & construire une forme linéaire sur C.(G) pour
appliquer le théoreme 5.21. La meure de Haar sera la mesure associée a cette forme linéaire par le théoreme
5.21.
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Définition 6.31
Pour f,¢ € CT(g), on pose (f:¢) = mf{z t¢; > 0/3xq, .., xn € G tels que f < Z?Zl cjlLle, ¢}.

Remarque 6.32
Montrons que cette borne inférieure est bien définie.
On pose U = {z € G : ¢(x) > %||¢|loc}. Alors (zU)zec forme un recouvrement ouvert de supp f qui est

compact donc il existe x1,...xy € G tels que supp f C Uj»v:lij, Pour j € [|1,N|], on pose ¢; = 2”5)”“

Soient x € supp f et j € [|1,n|] tel que x € x;U.
Alors Ly, ¢(x) = ¢($;1.’L‘) > 2|lloe donc ¢;jLy,¢(x) > [|flloo et flz) < > im1 CiLa; ¢(x). Ainsi la borne

inférieure est bien définie et (f : ¢) < QNH(zf)H"" .

Proposition 6.33

Pour f,g,¢0 € CHG), on a :

D)VyeG,(f:¢)=(Lyf:9)

2)(f+g:0)<(f:¢)+(9:0)

3)Ve>0,(cf:d)=c(f:9)

4)51f§9, alors (f : ¢) < (9: ¢)

5) [ flloc/l10lloc < (f = &)

6) VY € CI(G),(f 1 0) < (f 1) (¥ : )

Preuve. 1) Soit y € G.

Sif< Z" 1 €iLe, ¢, alors en posant y; = yx; pour j € [|1,n|], on a L, f < 2?21 cjLy,¢ donc (Lyf : ¢) <
Yoizicjpuis (Lyf : ¢) < (f : ¢). De méme dans lautre sens. 2) Si f < 330 ¢;Ly ¢ et g < 3300 djLy, o,
alors f 49 <30 ¢jly; ¢+ 350 djLy,¢ done (f+g:¢) <30 ¢j+ 300 dj. Enfin (f+g:¢) < (f:
¢)+(g:9).

3) Soit ¢ > 0.

Sif< Z?:1 cjlLg, ¢, alors cf < E?Zl ccjLy, ¢ donc (cf : ¢) < cZ?Zl ¢; puis (cf : ¢) < c(f : ¢). De méme
dans 'autre sens.

4)Si f<getg<3 7 cjLy, b, alors f <30 Ly ¢ done (f:¢) <(g:¢)

5) Si f < Y7 ¢iLa,é, alors [ flloe < 357y ¢iLayd < Y5, ¢il|@]leo- Dome 5= < 370 ¢; puis = <
(f:9)

6) Soit ¥ € CH(G).

Sif < >ciloypetp < 3750iLy ¢, alors f < 3 ¢;) 0 bjLay, ¢ done (f @ ¢) < >, ¢5 ;b Done
(feo) < (f:0)(W:9). O

Lemme 6.34

Soient f1, fo € CH(G) et e > 0.

Il existe un voisinage V de 1 dans G tel que (f1: @)+ (f2:¢) < (fi+ fa: @) + € avec ¢ € CF(G) telle que
supp(¢) C V.

Preuve. Soient g € CF(G) telle que g = 1 sur supp(f1 + f2) et § > 0 & déterminer.

On pose h = f1 + fa+ dg et h; = f;i/h pour i € {1,2}. hy, he € CH(G) donc sont uniformément continues a
droite et & gauche donc il existe V un voisinage de 1 tel que si y € G avec y~ 'z € G, |h;(x) — h;i(y)| < 6.

On suppose que ¢ € CH(G) et supp(¢) C V. Si h < Zj cjLy, ¢, alors :

filz) = h( Vi(z) < 30,5 ¢id(x; o)hi(z) < > cjgb(xj_lx)(hi(xj) + 9) car lorsque xj_lx € supp(f), alors
|hi(z) — hi(z;)| < d. Et comme h1+h2<1, on a:

(f1:0)+ (f2:9) < 3o cj(ha(w;) +0) + 3 cj(ha(z;) +0) < 3 ¢;(1+ 26)

Done (fi : 6) + (fa s 6) < (1+20)(h + ) < (1 +20)((fi + f2 5 &) + (g : #)). On prend & > 0 tel que
5(g:0)+2(fi+fo:9)+20(g: @) <ecetonaalors: (f1:9)+ (fo:d) < (fi+f2:0)+e O

On a presque une forme linéaire positive invariante par translations a gauche. Un argument de compacité
permettra d’obtenir exactement la forme linéaire recherchée.

Théoréme 6.35
Tout groupe localement compact G admet une mesure de Haar .

Preuve. Soient f,¢ € CH(G).
Soit fo € C:H(G).

On pose I4(f) = ((fo ¢)) D’apres (1),(2),(3),(4), I, est invariante & gauche, sous-additive, homogene de

degré 1 et monotone. D’apres (6), I satisfait (fo : f)™! < Is(f) < (f : fo). Pour f € CH(G), on pose
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Xe=[(fo: ) (f:fo)let X = I cot (o)X s- Un élément de X est une fonction I : CH(G) =)0, +o0] telle
que I(f) € X¢. Donc V¢ € CF(G), I, € X. Chaque X est compact donc X est compact. Pour tout voisinage
Vide 1 dans G, on pose K(V) = {I, : supp¢p C V'}. Alors K(N}_,V;) C Nj_; K(V;) donc par compacité de
X, Ny K (V) # 0 donc il existe I € Ny K (V).

Soient V un voisinage de 1 dans G et U un ouvert de X contenant I.

Alors K(V)NU # 0 donc 3¢ € CF(G) telle que I, € U. Or {I, € X :Vj € [|1,n|], [I(f;) —Is(f;)| < €} est un
ouvert élémentaire de X contenant I, donc on peut prendre U = {I, € X : V5 € [|1,n|],|I(f;) — Is(f;)| < €}.
Donc pour tout voisinage de 1, Ve > OV fy, ..., f, € CH(G),3¢ € CF(G),supp¢ C V : Vj € [|L,n|], [I(f;) —
1)l < e

Soient f,g € CH(G) et e > 0.

1Ly f) = (D] = 1Ly f) — To(Luf)] + |T(F) — 1(£)] < 2¢ done I(L, ) = I(£). De la méme maniére, on
montre que I(f + g) =I(f) + 1(g) et Ve > 0,I(cf) = cI(f).

Soit f € C.(G).

Alors on peut écrire f sous la forme f = fT — f~ avec f*,f~ € CF(G). Si f = g — h avec g,h € CF(G),
alors fT — f~=g—hdonc fT+h=g+ f~ puis I(fT)+1(h)=1I(g)+ I(f).

On peut donc étendre I sur C.(G) de la maniere suivante I(f) = I(f*) —I(f7).

T est donc une forme linéaire positive sur C.(G) qui commute avec les translations & gauche. Par le théoréme
5.21, il existe une mesure borélienne  finie sur les compacts et réguliere telle que Vf € C.(G), I(f) = [ fdA.
De plus Vf € Co(G), I(Lyf) = I(f) donc [ L, fd\ = [ fd\.X est une mesure de Haar sur G. O

Proposition 6.36
Soit X une mesure de Haar sur G.

Pour tout ouvert non vide U de G AM(U) >0 et Vf € CH(G), [ fdX > 0.

Preuve. Soit U un ouvert non vide de G et on suppose que A(U) = 0.

Alors Vz € G, A\(zU) = 0.

O tout compact K de G peut étre recouvert par un nombre finis de translations de U donc A(K) = 0, mais
par régularité intérieure de A : A(G) = 0 : absurde car A # 0.

Soit f € CH(@G).

On pose U = {z € G : f(x) > %]/ fll}- U est un ouvert de G et [ fdA > 1| fllcA(U) > 0. O

Théoréme 6.37

Si A\, p sont deuxr mesures de Haar sur G, alors il existe ¢ > 0 tel que = cA.

Preuve. D’apres la proposition précédente : Vf € CF(G), [ fdu > 0. Pour montrer le résultat, on peut alors
. n [fdx  [gdx

montrer que : Vf, g € CH(G), TFan = Todn'

Soient f,g € CH(G) et V) un voisinage symétrique compact de 1.

On pose A = supp(f)Vo U Vysupp(f) et B = supp(g)Vo U Vosupp(g). Alors A et B sont compacts Vy €

Vo, z — f(zy) — f(yz) respectivement = — g(zy) — g(yx) sont de support inclus dans A respectivement B.

Soit € > 0.

Par la proposition 6.36, il existe V' C V; un voisinage symétrique de 1 tel que Vo € G,y € V, |f(zy)— f(yz)| < €

et |g(zy) — g(yx)| <e.
Soit h € CF(G) telle que h(x) = h(x~1) et supp(h) C V.
Alors par théoreme de Fubini (toutes les fonctions sont continues a support compacts) :

[ hau [ ix= [ [ b s@ir@nt)
~ [[ ) swnirednt)
/hd)\/fdu // z)dp(y)
= / / h(y~ ) f(y)dA(z)du(y)
~ [[ e s ax@dntw)
/ / h(y) f(xy)d\(z)du(y)
/ / h(y) f (zy)d(z)dp(y)
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On a donc :

[ ax [ gan— [ a [ raxi=1 ] ()~ Fmdn()ar )
=1 [ [ m)rtan) - Fo)autnare)

<d [ [ nwdutwara)
<ex(4) [ hdy

De méme : | [ hdX [ gdp — [ hdp [ gd\| < eX(B) [ hdp Donc en divisant ces inégalités par [ hdp [ fdu et
J hdp [ gdp, on obtient :

[hdXx " [ fdx A(A) [hdx [ gdA A(B)
|thdu B ffdu| S €T o |fhdu N fgdu‘ = Tgdu
onc

[ fix fgd)\‘ _|J g fnar | fhdr fgd)\'

[fdp [gdp| = | [dp  [hdp' = ' [hdp [ gdp

co( oy
S fdu [ gdp
" fdA A

On a donc }fdltzfidﬂ. O

6.3.3 Calculs de mesures de Haar

On sait déja que la mesure de Lebesgue est une mesure de Haar sur R et en fixant que la mesure de [0, 1]
est 1 on assure 'unicité. Nous allons voir comment calculer concretement une mesure de Haar sur un groupe
localement compact lorsque ce groupe est homéomorphe a un ouvert de R”.

Proposition 6.38
On suppose que G est un ouvert de R™ et que Vo € G,3A(z) € LR™),b(z) e R" : Vy € G,zy = A(x)(y) +
b(x).

Alors en notant dx la mesure de Lebesque sur R", |det(A(z))|~tdz est une mesure de Haar a gauche sur G.

Exemple 6.39

Voici quelques exemples de groupes qui vérifient ces hypotheéses :

i) R*.

it) C*.

i11) Les matrices triangulaires supérieures de coefficients diagonaux égauz o 1.
iv) GL,(R).

v)G={z—ar+b:a>0becR}.

Preuve. On pose d\ = | det(A(x))| " dz.

Commencons par montrer que Vz,y € G, A(zy) = A(x)A(y). Soient z,y, z € G.

D’une part (zy)z = A(xy)(z) + b(ay).

D’autre part 2(yz) = A(x)(yz) + b(x) = A(x)(A(y)(2) + b(y)) + b(x) = A(x)(A(y)(2)) + A(x)(b(y)) + b(x).
Donc avec z = 0, on obtient b(xy) = A(z)b(y) + b(z). Donc A(zy) = A(x)A(y).

Soit f € CH(G).

/ fix = / £(2)| det(A(x))| " da
- / F(y~ )| det(A(y~"a)) Y] det (A(y™1)) da

=/Lyf(:r)ldet(A(y”))lfl\det(A(:v))IAIdet(A(yfl))ldx

= /Lyfd)\
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Proposition 6.40

i) dx/|x| est une mesure de Haar sur le groupe mutliplicatif R\ {0}.

i) dedy/(x? + y*) est une mesure de Haar sur le groupe multiplicatif C \ {0}.

i4i) La mesure de Lebesgue I, ;jda;; sur R™"=1/2 ¢st une mesure de Haar & gauche et & droite sur le groupe
des matrices triangulaires supérieures de coefficients diagonaux égaux a 1.

iv) En notant dX la mesure de Lebesgue sur R, | det(X)|~™dX est une mesure de Haar a gauche et a
droite sur GL,(R).

v) dadb/a® est une mesure de Haar a gauche sur le groupe G = {x — ax +b:a > 0,b € R}.

Preuve. 1) Soit z € R\ {0}.

A(z) : y — xy donc det(A(x)) = x.

ii) Soit z + iy € C \ {0}.

(x +iy)(a' + i) = z2’ — yy' + i(zy + 2'y) donc A(x +dy) : o' + iy — xa’ — yy' + i(zy’ + 2'y) soit

Az +iy) = z _xy) donc det(A(xr)) = 22 + 9.

iii) On pose G = {(x;) : Vi > j,z;; = d;;}. Soient X,Y € G.

Vi <G (XY )ij = Yoy TikYhj = Dk Tiklks = Yig T Tiia1¥iery + o+ Tijoayi-1, + Ti

C12 = Y12 + 212, C13 = Y13 + T12Y23 + T13, C14 = Y14 + T12Y24 + 213Y34 + T14, ..., Cin = Y1n + ZZ;; T1kYkn T Tin
n—1

C23 = Y23 + T23, Coa = Y24 + T23Y34 + 24, .o, C2n = Yon + D _p_3 T2kYkn + Ton

Cn—1,n = Yn—-1,n + Tn—1,n

On écrit uniquement le cas n = 3 pour plus de lisibilité.

En écrivant les éléments de G sous la forme (y12, y13, y23), on obtient : (x12, 213, Z23) (Y12, Y13, Y23) = (Y12, Y13+
T12Y23, Y23) + (T12, T13, T23).

1 0 0
Donc A(X)=10 1 xz12 |, det(A(X)) =1
00 1
iv) Soient X,Y € GL,(R).
Onnote Y'!,...,Y™ les colonnes de y, donc Y = (Y1 Yz . Y"). Onaalors XY = (XY1 Xy? .. XY”).

Donc det(A(X)) = det(X)™.
v) G = RY x R. Soient (a,b), (a/,b') € G.

(a,b)(d’,b") = (ad’,ab’ +b) donc A(a,b) = (a 0

0 a>' det(A(a, b)) = a?. O

Voici un exemple différent ou la mesure de Haar ne se calcule pas grace a la proposition 6.38.

Proposition 6.41
Soit p premier.
Z/pZ est un groupe topologique compact et X = %Zi;é 0 est une mesure de Haar sur Z/pZ.

Preuve. G est un groupe discret (muni de la topologie discréte) fini done compact. On peut réecrire A sous
la forme suivante : VA C Z/pZ, \(A) = card(A)/p. Soient A C Z/pZ,x € Z/pZ.
Az + A) card(z + A) = card(A) = A\(A) donc X est bien une mesure de Haar sur Z/pZ. O

Remarque 6.42
Plus généralement, pour un groupe fini G muni de la topologie discréte, G est compacte et une mesure de
Haar sur G est la mesure de comptage normalisée.

Exemple 6.43
Soit A la mesure de Haar sur Q, telle que A\(Z,) = 1.

Donc Vx € Qp, A(B(z,1)) = 1.

Sim > 0, alors B(x,p*) est une réunion disjointe de p™ boules de rayons 1 et une boule de rayon 1 est union

disjointe de p™ boules de rayons p~—™. Donc N\(B(z,p™)) = p™. Maintenant qu’on connait la mesure d’une
boule, on peut en déduire la mesure de tout ouvert (car tout ouvert est une réunion de boules disjointes).

6.4 Fonction modulaire

Jusqu’a maintenant on a considéré des mesures de Haar a gauche, mais on peut aussi considérer des mesures
de Haar a droite. Le lien entre les deux se fait via la fonction modulaire.
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Proposition 6.44

Soient G un groupe localement compact et A une mesure de Haar sur G.
Pour x € G et E borélien de G, on pose A\,(F) = AM(Ex).

Il existe A(x) > 0 indépendant de A tel que Ay = A(z)A.

Preuve. A, Ay sont deux mesures de Haar sur G donc il existe Ax(z) > 0 tel que Ay = Ax(x)A. Si g est une
mesure de Haar sur G, alors par théoreme 6.37, il existe ¢ > 0 tel que p = cA. Alors p, = ch,.
Donc :

Hz = cAp

A (@) = Ay (2)A
A,(z) = Ax(x)

Définition 6.45
A : G —]0,400[ est appelé fonction modulaire sur G.

Proposition 6.46
A est un morphisme continu de G dans (R, x).
De plus : Vf € LY(G), [ RyfdXA = A(y™') [ fdA.

Preuve. Soient x,y € G et E un borélien de G.

Donc A est un morphisme de G dans R} .
Sif=xe:

[ Rutir= [ etz

XEy )

\

= \E
=A@y /fdA

Le résultat est vraie pour les fonctions caractéristiques donc par linéarité, pour les fonctions étagées. Dans
le cas f € L'(G), le résultat reste vraie en approximant f par une suite croissante de fonctions étagées.
Pour f € CH(G), y — Ry, f est continue, y — [ R, fdX est continue. Donc A est continue. O

Définition 6.47
On dit que G est unimodulaire lorsque A = 1.

Remarque 6.48
Les groupes abéliens et les groupes discrets sont unimodulaires.

Lemme 6.49
Le seul sous-groupe compact de (R, x) est {1}.

Preuve. Soit H un sous-groupe compact de R

Si H contient un élément x > 1, alors Vn € N, x"™ € H ce qui est absurde car ™ — +oc.

Si H contient un élément x < 1, alors Vn € N, x% € H ce qui est absurde pour la méme raison.

Donc H = {1}. O

Proposition 6.50
Si K est un sous-groupe compact de G, alors &g = 1.
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Preuve. Soit K un sous-groupe compact de G.
Alors A(K) est un sous-groupe compact de R} donc A(K) = {1}. O

Corollaire 6.51
Si G est compact, alors G est unimodulaire.

Définition 6.52
On appelle groupe dérivé de G et on note |G, G| le sous-groupe engendré par {[z,y] = xyz~y~' : 2,y € G}.

Proposition 6.53
Le groupe dérivé de G est un sous-groupe distingué de G.

Preuve. Soient z,y € G.

Vg € G glz,ylg™! = gayxty gt = grgtgyg g g gyg T = [gxgTt gyg Y

Donc Vh € [G,G],ghg™! € [G,G], |G, G] est un sous-groupe distingué de G. O

Proposition 6.54
Le groupe G/|G, G| est abélien, on Uappelle abélianisé de G et on note Ab(G) = G/[G : G].

Proposition 6.55
Soient G un groupe, H un groupe abélien et ¢ : G — H un morphisme.
Alors |G, G] < ker(yp) et il existe un unique morphisme 1 : Ab(G) — H tel que v o Tig.q) = ¢

G 19 Ab(G)

e

H

Preuve. Vz,y € G, ¢([z,y]) = p(zyz~ty~1) = [p(z), (y)] = 1 car H est abélien.

Soit ¢ : Ab(G) — H : g[G,G] — ¢(g) et montrons que 1) est bien défini, c’est & dire, montrons que si
9G.G] = ¢'[G, G, alors ¥(g) = ¢(g").

Soient g, ¢’ € G tels que ¢g[G, G] = ¢'|G, G].

1l existe ¢” € [G, G] tel que g = ¢'g”. Alors v(g) = ¢©(g")(g"”) = ¢(g’) car ¢" € [G,G] < ker(yp). Donc ) est
bien défini, montrons qu’il est unique.

On suppose qu'il existe ¢ : Ab(G') — H un morphisme tel que ¢ = 9’ o mg g

V(G G € Ab(G), ' (9], G]) = P(g[G, G]) done ¢ = ¢, O

Proposition 6.56
Si Ab(G) est compact, alors G est unimodulaire.

Preuve. 11 existe un unique morphisme 1 : Ab(G) — R} tel que 1) om = A, mais comme Ab(G) est compact
¥ = 1. Donc A =1, G est unimodulaire. O

Proposition 6.57
Soit (X,d) un espace métrique séparable localement compact On suppose que [,V sont deuxr mesures de
BOT’el sur X telles que : 3f € C(X,]0,+00[) : Vo € Co(X), [ ¢dv = [ ¢ fdu. Alors pour tout borélien E de X,

= Jp fdp.

Preuve. Pour E borélien de X, on pose 7(E) = [, fdu. 7 et v sont des mesures de Borel régulieres sur X.
Soient U un ouvert de X et ® = {¢p € C.(X) : 0 < ¢ < 1,supp(¢) C U}.

Il existe (¢ ), une suite croissante d’éléments de @ telle que ¢, —,, xu simplement. Alors v(U) = [ xydv =
lim,, f ¢ndv par théoréme de convergence monotone. Or [ ¢,dv = f fondp mais alors en appliquant une
nouvelle fois le théoréme de convergence montone, on obtient : v(U) = [ fxydp = v(U). Donc v = b O

Proposition 6.58
Soient X\ une mesure de Haar a gauche sur G et p la mesure sur G définie par p(E) = \(E~1).
Alors dp(x) = A(z™1)d\(z).
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Preuve. Soit f € C.(G). On pose g(x) = f(z)A(z~1).
Par la proposition 6.46 :

[ Ruf@aGirE) = [ Byt ay e e
= AW) [ B f@)A () aNw)
=Mw/mmmw@

— AWAW™) [ gl)irz)
— Ay ™) [ F@)AlEiN)

/f (z~1)dA(x)

Donc la forme linéaire f — [ f(z)A(z~!)d\(z) est invariante & droite, il existe ¢ > 0 telle que la mesure
de Haar associée soit égale a cp. Par la proposition précédente : cdp(z) = A(x~1)d\(x). Si ¢ # 1, alors on
considére un voisinage symétrique compact K de 1 dans G tel que Vz € K, [A(z!) — 1| < i|c — 1|. Alors
K = K~! donc \(K) = p(K)

le = 1IAU) = |ep(U) = A(U)| = |f — 1)dA(z)| < 1|c — 1|A(U) : absurde. Donc ¢ = 1. O

Le corollaire suivant est utile en pratique pour faire un changement de variable.

Corollaire 6.59
d\(z71) = A(z7Y)d\(x) et dp(z~1) = A(z)dp(x).

Proposition 6.60
i) R™ est unimodulaire.
ii) C\ {0} est unimodulaire.



Chapitre 7

Applications

7.1 Espaces homogenes

Définition 7.1

Soient G un groupe topologique compact et K un espace topologique compact séparé.

On dit que G agit transitivement sur K lorsqu’il existe une application continue (Gx K) — K : (g,k) — g(k)
telle que :

i) Vk € K,e(k) = k.

i) Vk € K,Vg1, 92 € G,(9192)(k) = g1(g2(k)).

ZZZ) vk1,k2 S K, E'g S G/g(kl) = ko.

Dans ce cas, on dit que K est un espace homogéne.

Remarque 7.2
Chaque élément de G définit un homéomorphisme de K dans K.

Proposition 7.3
Soient G un groupe topologique compact et H un sous-groupe fermé de G.
Alors G/H est un espace homogéne.

Preuve. G/H est séparé car H est fermé. G est compact et la surjection canonique mgy : G — G/H est
continue surjective donc G/H est compact. On considere 'action G x G/H — G/H : (g1,92H) — g192H.
e(gH) = egH = gH et (9192)(9H) = g1929H = 91(92(gH)). (9297 ) (91 H) = 9291 ‘1 H = g2 H. O

Définition 7.4
Soit G un groupe compact agissant transitivement sur les compacts K1, Ks.
On dit que Ky et Ko sont isomorphes sous l'action de G lorsqu’il existe ¢ : K1 — Ko un homéomorphisme

tel que Vk1 € K1, ¢(g(k1)) = g(d(k1)).

Théoréme 7.5
Soit G un groupe compact agissant transitivement sur K compact séparé.
Alors il existe un sous-groupe fermé H de G tel que K et G/H soient isomorphes sous laction de G.

Preuve. Soit kg € K.

On considéere H = Stabg (ko) = {9 € G : g(ko) = ko} qui est un sous-groupe fermé de G et on pose
¢:G/H — K : gH — g(ko).

Si ng = ggH, alors g1h1 = g2h2 donc gl(h1(/€0)) = g2(h2(/€0)) puis g1(k'0) = gg(ko).

Donc ¢ est bien définie.

Si g1(ko) = g2(ko), alors gy *(g2(ko)) = ko donc gy 'ge € H soit g1 H = g2 H. ¢ est injective.

G agit transitivement sur K donc ¢ est surjective. Donc ¢ est une bijection.

Soit g € G et V un voisinage ouvert de g(ko).

(9,k) — g(k) est continue sur G x K donc il existe un voisinage ouvert U de g tel que Yu € U, u(ky) € V.
Or 7y (U) est un voisinage ouvert de gH dans G/H tel que 7y (U) C ¢~*(V). Donc ¢ est continue bijective
définie sur un compact (G/H = 7(G) avec 7 : G — G/H la surjection canonique qui est continue, H est un
sous-groupe fermé et G est compact donc G/H est compact), ¢ est un homéomorphisme.

De plus, g1(¢(92H)) = g1(92(ko)) = (9192) (ko) = #(91(92H)) d’ou le résultat. O

Théoréme 7.6
Soit G un groupe compact agissant transitivement sur K compact séparé.
Alors il existe une unique mesure de probabilité sur K G-invariante.

40
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Preuve. Par le théoreme précédent, on peut remplacer K par G/H.
Soit 1 la mesure de Haar sur G telle que u(G) = 1.
On définit pg/p par pg/u(B) = M(W;II(B)) pour B borélien de G/H. Si g € G est B est un borélien de

G/H, alors g(ry;' (B)) = {9z : *H € B} = {gz : gxH € gB} = n'(B). Donc pg,u(9B) = p(ry (9B)) =

w(g(r' (B))) = u(ry' (B)) = pgyu(B). D'ou lexistence.

Montrons maintenant 1'unicité.

Soient ¢ € C(G),g € G.

On pose ¢4 : G = G : x — ¢(gx)

Soit pg la mesure de Haar normalisé sur H : py(H) = 1.

L’application G — C(G) : g — ¢4 est continue sur G qui est compact donc elle est uniformément continue.

On pose ¢(g) :~fH dg(h)dpr(h) pour g € G, ¢ € C(G) et ¢: G/H — G : gH — ¢(g).
Montrons que ¢ est bien définie :

SigiH = go H, alors g go € H et ¢(g1) = [y bg, (W)dpurr(h) = [ 64, (97 g2h)dpira () = [,y &(gah)dpuns (h) =
¢(g2) donc ¢ est bien définie.
VfeC(G/H),f=fomu:

Form(gH) = forulg)

= [ (7o mn)y)dun(h)
=/ foru(gH)dpm(h)
H

- /H f(ghH)dp (h)

= f(gH)dpw(h)
= f(gH)

Soit v mesure de probabilité G-invariante sur G/H.
Pour ¢ € C(G), on pose \(¢) = fG/H ¢(gH)dv(gH).

A(Qbm) - o/ (ng(gH)dV(gH)

= bu(g)dv(gH)
G/H

= P(zg)dv(gH)
G/H

= ¢(xgH)dv(gH)
G/H

= $(gH )dv(gH)
G/H
= A¢)
Donc par théoreme de Riesz, A est la mesure de Haar normalisée sur G.
Si v, ve sont deux mesures de probabilités sur G/H G-invariantes, alors : Vf € C(G/H), f = f omy donc :

vi(f) = f(gH)dvi(gH)
G/H

= f/;\w/H(gH)dl/l(gH)
G/H
= A(fomn)

= wa(f)

On note S™! la sphere unité de R™, O(n) le groupe orthogonal et SO(n) le groupe spécial orthogonal.
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Proposition 7.7
SO(n) agit transitivement sur S™~!

Preuve. On prouve le résultat par récurrence.

Pour n = 2 : le résultat est vrai.

Soit n > 3 tel que SO(n) agit transitivement sur S"~1. Soit = € S™.

On note (e, ..., en11) la base canonique de R™*1. On peut écrire = sous la forme x = cos(6)e, 11 + sin()z’
avec 2’ € S"~! (en identifiant R™ & Vect{ey, ..., e, } dans R"*1). Par hypothese, il existe u € SO(n) tel que
' = ue,.

w 0 I, 0 0

On pose alors k = (0 1) et hg = 0 cos(f)  sin(0)

0 —sin(f) cos(f)

ZH B zln 8 (|) U1y, sin(6)
22 — U2p
hgeni1 = | sin(0) |. Donc khgepi1 = | \ | 0 = 1. s|in(9) = sin(f)ue, +
cos(6) Upl — Upp O sin(6) nc%s(&)
- 0 1 cos(6)

cos(f)ent1 = sin(0)a’ + cos(0)e,v1 = . O

Théoréme 7.8
11 existe une unique mesure de probabilité sur ST~ invariante par rotations.

Preuve. 1l existe une unique mesure de probabilité sur S™~! invariante par SO(n) avec ce qui précede. Or
SO(n) est engendré par les rotations donc il existe une unique mesure de probabilité sur S”~! invariante par
rotations. 0

7.2 Représentations unitaires

Définition 7.9

Soient G un groupe topologique et H un espace de Hilbert. On note L(H) lalgébre des opérateurs continus
sur H.

Une représentation de G dans H est un morphisme m : G — L(H) telle que pour tout v € H, lapplication
G =V :gw— m(g)(v) est continue.

Définition 7.10
Si m n’admets pas de sous-espace invariant non trivial, alors 7 est dite irrédutible.

Définition 7.11

1) 7 est dite unitaire si pour tout g € G,w(g) est un opérateur unitaire : w(g)*n(g) = id

2) On dit que G admets un systeme complet de représentations unitaires irréductibles si pour tout g € G, g #
e, il existe une représentation unitaire irréductible (w, H) sur G telle que 7(g) # id

3) La dimension de 7 est la dimension de l’espace de Hilbert associé.

Exemple 7.12

Soient G un groupe topologique compact et A la mesure de Haar normalisée sur G.

Les applications G — L*(G) : g — 7w1(9),G — L*(GQ) : g = 7r(g) avec mr(g9) : L*(G) — L*(G) : f
Lyf,mr(g9) : L*(G) = L*(G) : f — Ryf.

Grace & la mesure de Haar, on a obtenu une représentation unitaire (Vg € G,Vf € L*(G), ||7(9)fll2 = || f]l2)
non triviale et on peut montrer qu’on en a en fait obtenu ”beaucoup” comme le montre le théoreme suivant
(sans preuve) :

Théoreme 7.13 (Gelfand-Raikov)
Si G est un groupe localement compact, alors les représentations unitaires irréductibles de G séparent les
points de G.
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