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2.2 Conséquences du théorème de Hahn-Banach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
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3.2 Complété d’un espace métrique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
3.3 Topologie initiale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
3.4 Topologie produit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
3.5 Topologie quotient . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
3.6 Filtres et ultrafiltres . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
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Chapitre 1

Lemme de Zorn

Définition 1.1
Soit X un ensemble.
On appelle ordre sur X une relation binaire ≤ vérifiant :
i) ∀x ∈ X,x ≤ x (reflexivité).
ii) ∀x, y, z ∈ X, (x ≤ y et y ≤ z) =⇒ x ≤ z (transitivité).
iii) ∀x, y ∈ X, (x ≤ y et y ≤ x) =⇒ x = y.

Définition 1.2
i) On dit qu’un ordre ≤ est total sur X lorsque : ∀x ̸= y ∈ X,x < y ou y < x.
ii) On dit qu’une partie A de X est totalement ordonnée lorsque ≤ définit un ordre total sur A.
iii) On dit que x ∈ X est un majorant de A lorsque : ∀a ∈ A, a ≤ x.
iv) m ∈ X est dit maximal lorsque : ∀x ∈ X,m ̸< x.
v) X est dit inductif lorsque toute partie totalement ordonnée admet un élément maximal.

Lemme 1.3 (Lemme de Zorn)
Tout ensemble ordonné inductif non vide admet un élément maximal.

Le lemme de Zorn est une version équivalente de l’axiome du choix qui permet notamment des preuves
d’existence non constructives. On l’utilisera par exemple dans la preuve du théorème de Hahn-Banach ou
dans l’existence d’ultrafiltres non principaux. Il est aussi utilisé pour montrer que tout corps admet une
cloture algébrique.
On peut souligner l’utilisation de l’axiome du choix pour montrer que tout espace vectoriel admet une base.
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Chapitre 2

Théorème de Hahn-Banach et ses
conséquences

2.1 Le théorème de Hahn-Banach

Définition 2.1
Soit E un K-espace vectoriel.
On appelle semi-norme sur E une application N : E → R vérifiant :
i) ∀x ∈ E,N(x) ≥ 0.
ii) ∀λ ∈ K,∀x ∈ E,N(λx) = |λ|N(x).
iii) ∀x, y ∈ E,N(x+ y) ≤ N(x) +N(y).

Définition 2.2
Soit E un K-espace vectoriel.
On appelle sous-norme sur E une application N : E → R vérifiant :
i) ∀x ∈ E,N(x) ≥ 0.
ii) ∀λ ∈ R+,∀x ∈ E,N(λx) = λN(x).
iii) ∀x, y ∈ E,N(x+ y) ≤ N(x) +N(y).

Théorème 2.3 (Théorème de Hahn-Banach, forme analytique forte)
Soient E un espace vectoriel réel, G un sous-espace vectoriel de E et p une sous-norme sur E.
Soit φ0 ∈ G′ vérifiant ∀x ∈ G,φ0(x) ≤ p(x).
Alors il existe une forme linéaire φ ∈ E′ prolongeant φ0 et vérifiant : ∀x ∈ E,φ(x) ≤ p(x).

Preuve. On pose B = {ψ ∈ D′
ψ : Dψ sev de E contenant G , ψ|G = φ0,∀x ∈ H,ψ(x) ≤ p(x)} et le munit de

la relation d’ordre ≺ définie par : ψ1 ≺ ψ2 ⇐⇒ (Dψ1
⊂ Dψ2

et ψ2|Dψ1
= ψ1). B est non vide car φ0 ∈ B.

Soit Q une partie totalement ordonnée de B, on pose : Hm = ∪ψ∈QDψ et ψm(x) = ψ(x) pour x ∈ Dψ, ψ ∈ Q.
Q est totalement ordonnée donc Hm est un sous-espace vectoriel de E, ψm : H → R est bien définie et est
une forme linéaire sur Hm. ψm est un majorant de Q donc B est inductif.
Par lemme de Zorn, il existe φ un élément maximal de B. Il reste à montrer que Dφ = E.
Par l’absurde, on suppose que Dφ ̸= E. On considère alors x0 ∈ E \D.

On cherche α ∈ R tel qu’en posant

{
H = D +Vect(x0)

ψ(x+ tx0) = φ(x) + tα, x ∈ D, t ∈ R
, alors ψ ∈ B. On contredirait

ainsi la maximalité de φ.
On remarque que ψ ∈ B ⇐⇒ ∀x ∈ D, t ∈ R, φ(x) + tα ≤ p(x+ tx0)

Or φ(x) + tα =

{
t(φ(xt ) + α) ≤ tp(xt + x0) = p(x+ tx0), si t > 0

−t(φ(−xt )− α) ≤ −tp(−xt − x0) = p(x+ tx0), si t < 0
et si t = 0, alors φ(x) ≤ p(x) car

φ ∈ B. Donc il suffit d’avoir

{
φ(x)− α ≤ p(x− x0)
φ(x) + α ≤ p(x+ x0)

Donc on veut pouvoir choisir α de tel sorte que supx∈D φ(x)− p(x− x0) ≤ α ≤ infx∈D p(x+ x0)− φ(x)
On peut choisir un tel α car ∀x, y ∈ D,φ(x) + φ(y) = φ(x+ y) ≤ p(x+ y) ≤ p(x− x0) + p(y + x0)

Théorème 2.4 (Théorème de Hahn-Banach, forme analytique)
Soient E un R-espace vectoriel,G un sous-espace vectoriel de E et p une semi-norme sur E.
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2.2. CONSÉQUENCES DU THÉORÈME DE HAHN-BANACH 5

Soit φ0 ∈ G′ vérifiant : ∀x ∈ G, |φ0(x)| ≤ p(x).
Alors il existe une forme linéaire φ ∈ E′ prolongeant φ0 et vérifiant : ∀x ∈ E, |φ(x)| ≤ p(x).

Preuve. Ce théorème découle directement du théorème 2.3 :
Si p est une semi-norme, alors ∀x ∈ E, p(−x) = p(x).
En appliquant 2.3, on obtient ∀x ∈ E,φ(x) ≤ p(x) mais on a alors ∀x ∈ E, |φ(x)| ≤ p(x).

2.2 Conséquences du théorème de Hahn-Banach

Soit (E, ∥ · ∥) un espace vectoriel normé.

Théorème 2.5
Soient G un sous-espace vectoriel de E et φ0 ∈ G′ continue.
φ0 se prolonge en une forme linéaire continue sur E (avec la même norme).

Preuve. Pour x ∈ E, on pose p(x) = ∥φ0∥E′∥x∥. φ0 est continue donc ∀x ∈ G, |φ0(x)| ≤ p(x).
On peut donc appliquer le théorème de Hahn-Banach forme analytique : il existe une forme linéaire φ
prolongeant φ0 telle que : ∀x ∈ E, |φ(x)| ≤ p(x) donc φ est continue.

Théorème 2.6
Soit x ∈ E \ {0}.
∃φ ∈ E∗ : ∥φ∥E∗ = 1 et φ(x) = ∥x∥

Preuve. On pose p = ∥ · ∥, G = Vect(x), φ0 : G→ K : λx 7→ λ∥x∥.
∀y = λx ∈ G, |φ0(y)| = |λ|∥x∥ = ∥y∥ ≤ p(y) donc par théorème de Hahn-Banach forme analytique : ∃φ ∈ E∗

prolongeant φ0 telle que ∀y ∈ E,φ(y) ≤ p(y) = ∥y∥
On a donc ∥φ∥E∗ ≤ 1. Or φ(x) = φ0(x) = ∥x∥ donc ∥φ∥E∗ ≥ 1 puis ∥φ∥E∗ = 1.

Corollaire 2.7
Pour A ⊂ E, on pose A◦ = {φ ∈ E∗ : ∀x ∈ A,φ(x) = 0}.
On a alors :
A◦ = E′ si et seulement si A = {0}.

Preuve. On suppose que A◦ = E′.
Soit x ∈ A.
Si x ̸= 0, alors il existe φ ∈ E′, ∥φ∥E′ = 1 et φ(x) = ∥x∥. Or A◦ = E′ donc φ ∈ A◦ et ∥x∥ = 0.
Si A = {0}, alors A◦ = E′ car toute forme linéaire est nulle en 0.

Corollaire 2.8
E′ sépare les points de E.

Preuve. Soit x1 ̸= x2 ∈ E.
x1 − x2 ̸= 0 donc : ∃φ ∈ E′, ∥φ∥ = 1, φ(x1 − x2) = ∥x1 − x2∥ ≠ 0.

Corollaire 2.9
Soit x ∈ E.
∥x∥ = max ∥φ∥E′ ≤ 1|φ(x)|

Preuve. ∀φ ∈ E′, |φ(x)| ≤ ∥φ∥E′∥x∥ donc ∀φ ∈ E′ telle que ∥φ∥E′ ≤ 1, |φ(x)| ≤ ∥x∥ puis sup∥φ∥E′≤1 |φ(x)| ≤
∥x∥.
Si x ̸= 0, alors ∃φ ∈ E′ : ∥φ∥E′ = 1 et φ(x) = ∥x∥ donc ∥x∥ =≤ sup∥φ∥E′≤1 |φ(x)|.
La borne supérieure est atteinte, donc c’est même un maximum.

Corollaire 2.10
L’application canonique i : E → E′′ : x→ x̃ avec x̃(φ) = φ(x), φ ∈ E′ est une isométrie linéaire.

Remarque 2.11
i est une isométrie donc est injective.

Preuve. Soit x ∈ E.
∥i(x)∥E′′ = sup∥φ∥E′≤1 |x̃(φ)| = ∥x∥

Théorème 2.12
Soient F un sev fermé de E et x0 /∈ F .
∃φ ∈ E′ : φ(x0) = 1 et ∀x ∈ F,φ(x) = 0
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Preuve. On pose G = F +Kx0 et φ0 : G→ K telle que ∀x ∈ F, λ ∈ K, φ(x+ λx0) = λ
∀x ∈ F,φ0(x) = 0 et F est fermé donc δ = d(x0, F ) > 0.
|φ0(x+ λx0)| = |λ| = 1

δd(λx0, F ) ≤
1
δ ∥x+ λx0∥ donc on peut prolonger φ0 en φ.

Corollaire 2.13
Tout sous-espace vectoriel fermé d’un espace vectoriel normé est l’intersection des hyperplans fermés le conte-
nant.

Corollaire 2.14
Soit F un sous-espace vectoriel de E.
x0 ∈ F si et seulement si ∀φ ∈ E′,∀x ∈ F,φ(x) = 0 =⇒ φ(x0) = 0.
En particulier, F est dense dans E si et seulement si ∀φ ∈ E′, (∀x ∈ F,φ(x) = 0 =⇒ φ = 0).



Chapitre 3

Compléments de topologie

3.1 Espace métrique parfait

Théorème 3.1
Soient (X, d) un espace métrique et x ∈ X.
Les trois conditions suivantes sont équivalents :
i) {x} est un ouvert de (X, d).
ii) ∃r > 0 : B(x, r) = {x}.
iii) Il existe un ouvert fini contenant x.
Un tel x est appelé un point isolé.

Preuve. i) =⇒ ii) : ∃r > 0 : B(x, r) ⊂ {x} donc B(x, r) = {x}
ii) =⇒ iii) : {x} est un ouvert fini contenant x
iii) =⇒ i) : Soit U un ouvert fini contenant x. x ∈ U donc ∃r > 0 : B(x, r) ⊂ U mais U est fini donc B(x, r)
aussi.
On pose alors r = 1

2 min{d(x, y) : y ∈ U} et on a B(x, r) = {x} donc {x} est ouvert.

Définition 3.2
Un espace métrique est dit parfait s’il n’a pas de point isolé.

3.2 Complété d’un espace métrique

Proposition 3.3
Soit (X, dX) un espace métrique
Il existe un espace métrique (Y, dY ) complet avec f : X → Y une isométrie et f(X) dense dans Y . (Y, dY )
est unique à une isométrie bijective près.

Preuve. [de l’unicité] On suppose qu’on a deux complétés (Y, dY ) et (Z, dZ) avec f : X → Y, g : X → Z
isométries telles que f(X) dense dans Y et g(X) dense dans Z. On pose alors i : (f(X), dY ) → (Z, dZ) :
f(x) 7→ g(x).
∀x, y ∈ X, dZ(i ◦ f(x), i ◦ f(y)) = dZ(g(x), g(y)) = dX(x, y) = dY (f(x), f(y)) donc i est une isométrie.
(Z, dZ) est complet, f(X) est dense dans Y et i est uniformément continue donc on peut prolonger i en une
isométrie i : (Y, dY )→ (Z, dZ) d’image dense dans Z.
Or (i(Y ), dZ) est complet car si (i(yn))n est une suite de Cauchy dans (i(Y ), dZ), alors (yn)n converge vers
y dans (Y, dY ) donc (i(yn))n converge dans (i(Y ), dZ).
En particulier i(Y ) est fermé donc i(Y ) = i(Y ) mais comme i(Y ) = Z, on obtient i(Y ) = Z. Donc i est une
isométrie bijective.
(Y, dY ) est appelé complété de (X, dX).

Preuve. [de l’existence] Méthode 1 :
Soient δ : (X, dX)→ (Cb(X,R), d∞) telle que ∀x ∈ X, δ(x) : y → dX(y, x)− dX(y, x0), x0 ∈ X fixé et y ∈ X
|δ(x)(y)| = |dX(y, x)− dX(y, x0)| ≤ d(x, x0) donc δ(x) est bien à valeurs dans Cb(X,R)
Soient x, x′, y ∈ X.
|δ(x)(y)− δ(x′)(y)| = |d(y, x)− d(y, x′)| ≤ d(x, x′) donc d∞(δ(x), δ(x′)) ≤ d(x, x′) et avec y = x′, on obtient
d∞(δ(x), δ(x′)) = d(x, x′) donc δ est une isométrie. (Cb(X,R), d∞) est complet donc (δ(X), d∞) est complet
et δ(X) est dense dans δ(X).
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Méthode 2 :
On veut ajouter une limite à toute suite de Cauchy de X qui ne converge pas.
Soient (un), (vn) ∈ XN deux suites de Cauchy
(d(un, vn)) est de Cauchy dans (R, |·|) donc d(un, vn)→n ρ(u, v). On pose Z = { suites de Cauchy d’éléments de X }
Pour u, v ∈ Z, on pose ρ(u, v) = limn d(un, vn) et δ : X → Z : x 7→ (x, x, ...).
Si (un) est de Cauchy dans X, ρ(δ(un), u) = limi d(un, ui)→n 0
ρ(u, u) = 0 et ρ(u,w) ≤ ρ(u, v) + ρ(v, w).
On pose Y = Z/ ∼ avec u ∼ v si ρ(u, v) = 0. Alors (Y, ρ) est un espace métrique, X est dense dans (Y, ρ) et
toute suite de Cauchy d’éléments de X converge dans Y.
Soient (yn)n ∈ Y N une suite de Cauchy dans (Y, ρ) et ϵ > 0.
X est dense dans Y donc ∀n ∈ N,∃xn ∈ X : d(xn, yn) < ϵ. Mais alors (xn)n est une suite de Cauchy dans
X donc converge vers x ∈ Y . ∀n ∈ N, d(yn, x) ≤ d(yn, xn) + d(xn, x) < ϵ + d(xn, x) et d(xn, x) →n 0 donc
(yn)n converge vers x. Donc (Y, ρ) est complet.

Exemple 3.4
On pose G = {(x, sin(x)) : x ∈ R} et on le munit de la ∥ · ∥∞.
Soit f : R→ G, x 7→ (x, sin(x)).
f est une isométrie bijective de (R, | · |) dans (G, ∥ · ∥∞) donc (G, f) est aussi un complété de (Q, | · |).

3.3 Topologie initiale

Définition 3.5
Soient (X, T ) un espace topologique et B ⊂ T .
On dit que B est une base d’ouverts de X ou une base de la topologie T si tout ouvert de X est réunion
d’ouverts appartenant à B.

Définition 3.6
Soient (X, T ) un espace topologique et x ∈ X.
On appelle base de voisinages de x toute famille B de voisinages de x telle que pour tout voisinage V de x,
il existe W ∈ B tel que W ⊂ V .

Proposition 3.7
Soient (X, T ) un espace topologique et B ⊂ T .
Les propositions suivantes sont équivalentes :
i) B est une base d’ouverts de X.
ii) Pour tout U ∈ T et tout x ∈ U , il existe B ∈ B tel que x ∈ B ⊂ U .

Preuve. i) =⇒ ii) :
Soient U ∈ T , x ∈ U .
Il existe une famille (Bj)j∈J d’éléments de B telle que U = ∪j∈JBj . Donc il existe j ∈ J tel que x ∈ Bj ⊂ U.
ii) =⇒ i) :
Soit U un ouvert non vide de X.
∀x ∈ U,∃Bx ∈ B : x ∈ Bx ⊂ U . On a donc U = ∪x∈U{x} = ∪x∈UBx. Donc B est une base d’ouverts de
X.

Proposition 3.8
Soient (X, T ) un espace topologique et B une base d’ouverts de X.
Alors B possède les deux propriétés suivantes :
i) ∀x ∈ X,∃U ∈ B : x ∈ U .
ii) ∀U1, U2 ∈ B,∀x ∈ U1 ∩ U2,∃U ∈ B : x ∈ U ⊂ U1 ∩ U2.
Réciproquement, si X est un ensemble et B un sous-ensemble de P(X) vérifiant i) et ii), alors il existe une
unique topologie T sur X pour laquelle B est une base et T = {∅}∪{U ⊂ X : U soit réunuion d’ensembles appartenant à B}.
Autrement dit, U ⊂ X est un ouvert pour T si et seulement si ∀x ∈ U,∃B ∈ B : x ∈ B ⊂ U .

Proposition 3.9
Soient X un ensemble, (Yi, Ti)i∈I une famille d’espaces topologiques et pour chaque i ∈ I, f : X → Yi une
application.
On pose B l’ensemble des intersections finies d’ensembles de la forme f−1

i (Ui) pour i ∈ I et Ui ouvert de Yi.
Il existe une unique topologie T sur X pour laquelle B est une base. Elle est appelée topologie initiale associée
à la famille (fi)i∈I .
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Preuve. B vérifie les deux propriétés d’une base d’ouverts donc il existe une unique topologie T pour laquelle
B est une base.

Lemme 3.10
Soient X un ensemble et (Yi, Ti)i∈I une famille d’espaces topologiques. Pour chaque i ∈ I, soit fi : X → Yi
une application et soit T la topologie initiale sur X associée à la famille (fi)i∈I .
1) Pour x ∈ X, on obtient une base de voisinages de x formée d’ensembles ouverts pour T en considérant les
ensembles de la forme ∩j∈Jf−1

j (Uj) avec J un sous-ensemble fini de I et Ui un ouvert de Yi contenant fi(x).
2) Si pour tout i ∈ I,Bi est une base d’ouverts de Yi et si B′ est l’ensemble des intersections finies d’ensembles
de la forme f−1

i (Ui) ou i ∈ I et Ui ∈ Bi, alors B′ est une base de la topologie T .

Preuve. 1) On pose Bx = {∩j∈Jf−1
j (Uj) : J ⊂ I fini et Uj ouvert de Yj contenant fj(x)}.

Soit V un voisinage de x.
Il existe un ouvert U ∈ T tel que x ∈ U ⊂ V . Mais il existe ∩j∈J⊂I finif

−1
j (Uj) ∈ B tel que x ∈ ∩j∈Jf−1

j (Uj) ⊂
U ⊂ V , d’ou le résultat.
2) Soient U ∈ T , x ∈ U .
Il existe B = ∩j∈Jf−1

j (Uj) ∈ B tel que x ∈ B ⊂ U .

Or ∀j ∈ J, Uj est un ouvert de Yj donc ∃Bj ∈ B′ : f−1
j (x) ∈ Bj ⊂ Uj .

Donc x ∈ ∩j∈Jf−1
j (Bj) ⊂ U et ∩j∈Jf−1

j (Bj) ∈ B′.

Proposition 3.11
Soient X un ensemble et (Yi, Ti)i∈I une famille d’espaces topologiques. Pour chaque i ∈ I, soit fi : X → Yi
une application et soit T la topologie initiale sur X associée à la famille (fi)i∈I .
1) La topologie T est la moins fine sur X rendant continues toutes les applications fi.
2) La topologie T est l’unique topologie sur X ayant la propriété universelle de la topologie initiale : pour tout
espace topologique E, g : E → X est continue si et seulement si ∀i ∈ I, fi ◦ g est continue.

Preuve. 1) Par construction, T rend continue toutes les applications fi. Si T ′ est une topologique rendant
continue toutes les applications fi, alors pour tout i ∈ I et Ui ouvert de Yi, f

−1
i (Ui) ∈ T ′ donc T ⊂ T ′.

2) Si g est continue, alors ∀i ∈ I, fi ◦ g est continue.
On suppose que ∀i ∈ I, fi ◦ g est continue.
Soient a ∈ E et V un voisinage de g(a).
Alors il existe J ⊂ I fini et Uj ouvert de Yj contenant fj◦g(a) tel que ∩j∈Jf−1

j (Uj) ⊂ V . Donc ∩j∈Jg−1(f−1
j (Uj)) ⊂

g−1(V ) puis ∩j∈J(fj ◦ g)−1(Uj) ⊂ g−1(V ) mais par hypothèse, les fi ◦ g sont continues donc ∀j ∈ J, (fj ◦
g)−1(Uj) est ouvert donc ∩j∈J(fj ◦ g)−1(Uj) aussi et g

−1(V ) est un voisinage de a.
Soit T ′ une topologie sur X ayant cette propriété.
∀i ∈ I, fi ◦ id = fi donc id : (X, T ′)→ (X, T ) est continue puis T ⊂ T ′.
De même, id : (X, T )→ (X, T ′) est continue donc T ′ ⊂ T puis T = T ′.

3.4 Topologie produit

Définition 3.12
Soit (Xi, Ti)i∈I une famille d’espaces topologiques.
On pose X = Πi∈IXi.
La topologie la moins fine rendant continues toutes les projections pi : X → Xi est appelée la topologie
produit.

Proposition 3.13
Pour tout ouvert Ui de Xi, on a p−1

i (Ui) = Ui × Πj ̸=iXj donc une intersection finie d’ouverts de la forme
p−1
i (Ui) avec Ui ouvert dans Xi est un ouvert de X de la forme Πi∈IUi ou Ui est ouvert dans Xi pour tout
i ∈ I et Ui = Xi sauf pour un nombre fini d’indices. On appelle ces ouverts des ouverts élémentaires.
Les ouverts élémentaires forment une base de la topologie produit sur X

Proposition 3.14
1) ∀i ∈ I, pi : X → Xi est une application continue et ouverte.
2) La topologie produit sur X est l’unique topologique ayant la propriété universelle de la topologie produit :
pour tout espace topologie E, une application g : E → X est continue si et seulement si ∀i ∈ I, fi ◦ g est
continue.

Preuve. 1) Soit U = Πi∈IUi avec Ui = Xi sauf pour un nombre finie d’ouverts.
Alors pj(U) = Uj ouvert. Donc pi est ouverte.
2) Cas particuliers de la propriété universelle de la topologie initiale.



10 CHAPITRE 3. COMPLÉMENTS DE TOPOLOGIE

3.5 Topologie quotient

Définition 3.15
Soit R une relation d’équivalence sur un espace topologique (X, T ).
On note X/R l’ensemble des classes d’équivalence pour R et pour x ∈ X, on note [x] la classe de x.
Soit π : X → X/R la surjection canonique.
On pose TX/R = {U ⊂ X/R : π−1(U) ∈ T }. TX/R est une topologie et on l’appelle la topologie quotient sur
X/R.

Vérifions que TX/R est bien une topologie.
i) ∅, X/R ∈ TX/R.
ii) Soient U1, ..., Un ∈ TX/R.
π−1(∩ni=1Ui) = ∩ni=1π

−1(Ui) ∈ TX/R.
iii) Soit (Ui)i∈I une famille d’éléments de TX/R.
π−1(∪i∈IUi) = ∪i∈Iπ−1(Ui) ∈ TX/R.

Exemple 3.16
On munit R de la relation d’équivalence ∼ définie par x ∼ y ⇐⇒ x− y ∈ Q. On note R/Q l’ensemble des
classes d’équivalences de ∼ et on munit R/Q de la topologie quotient.
R/Q muni de la topologie quotient n’est pas séparé :
On note π : R→ R/Q la surjection canonique.
Soit F un fermé non vide de R/Q.
Donc il existe x ∈ R tel que π(x) ∈ F . Mais alors ∀r ∈ Q, x+r ∈ π−1(F ) car π(r) = 0. Donc x+Q ⊂ π−1(F ).
x+Q est dense dans R et π−1(F ) est fermé donc π−1(F ) = R puis F = R/Q.
Donc la topologie quotient sur R/Q est la topologie grossière et n’est donc pas séparé.

3.6 Filtres et ultrafiltres

3.6.1 Définitions, propriétés

Définition 3.17
Soit X un ensemble infini.
Un filtre sur X est une famille non vide F ⊂ P(X) vérifiant :
i) A,B ∈ F =⇒ A ∩B ∈ F .
ii) A ∈ F et A ⊂ B =⇒ B ∈ F .
iii) ∅ /∈ F .

Exemple 3.18
i) {X} est un filtre.
ii) ∀x ∈ X,Fx = {A ⊂ X : x ∈ A} est un filtre.
iii) Pour toute partie non vide S de X, l’ensemble des parties qui contiennent S est un filtre, un tel filtre est
appelé un filtre principal.
iv) F = {A ⊂ X : X \A est fini} est un filtre non principal appelé filtre de Fréchet.

Proposition 3.19
Si un filtre contient une partie finie, alors il est principal.

Preuve. Soit F un filtre contenant une partie finie. On considère A une partie finie de F de cardinal minimum.
Soit B ∈ P(X) contenant A. Alors A ⊂ B et A ∈ F donc B ∈ F .
Soit B ∈ F .
Alors A ∩B ∈ F mais A ∩B ⊂ A donc |A ∩B| ≤ |A|. Par minimalité de |A|, on a B ∩ A = A donc A ⊂ B.
Donc F est un filtre principal.

Définition 3.20
On dit qu’une famille A ⊂ P(X) est une base de filtre si toutes les intersections finies d’éléments de A sont
non vides.

Proposition 3.21
Pour toute base de filtre A, il existe un filtre contenant A.
Le plus petit filtre contenant A est F = {B ⊂ X : ∃A1, ..., An ∈ A : ∩ni=1Ai ⊂ B} (ensemble des parties qui
contiennent une intersection finie d’éléments de A).
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Preuve. Soit A une base de filtre. F contient A et si un filtre contient A, alors il contient F . Montrons que
F est un filtre.
F est stable par intersections finies et si B contient un élément de F , alors B ∈ F . A est une base de filtre
donc les intersections finies d’éléments de A sont non vides. ∅ /∈ F . Donc F est un filtre.

Exemple 3.22
Soit I un ensemble infini.
On pose X l’ensemble des parties finies de I.
La famille B des parties de la forme {A ∈ X : F ⊂ A} avec F une partie finie non vide de X, est une base de
filtre sur X.

Définition 3.23
On dit que filtre F est un ultrafiltre si pour tout filtre G,F ⊂ G =⇒ F = G.

Remarque 3.24
Les ultrafiltres sont donc les filtres maximaux pour l’inclusion.
L’ensemble des filtres contenant un filtre donné, ordonné par l’inclusion est un ensemble ordonné inductif
donc le lemme de Zorn garantit l’existence d’ultrafiltres contenant un filtre donné.

Proposition 3.25
Un filtre F est un ultrafiltre si et seulement si ∀A ∈ X,A ∈ F ou X \A ∈ F .

Preuve. On suppose que F est un filtre tel qu’il existe A ∈ X vérifiant A,X \ A /∈ F . Montrons qu’alors
F ∪ {A} est une base de filtre.
Soient B1, ..., Bn ∈ F .
Si B1 ∩ ... ∩Bn ∩A = ∅, alors B1 ∩ ... ∩Bn ⊂ X \A donc X \A ∈ F : absurde. Donc F ∪ {A} est une base
de filtre, il existe alors un filtre contenant F donc F n’est pas un ultrafiltre.
Réciproquement, soit F un filtre qui n’est pas un ultrafiltre. Alors il existe G un filtre contenant strictement
F : il existe A ∈ G \ F . Alors A,X \A /∈ F .

Proposition 3.26
Soit U un ultrafiltre.
Soit U contient le filtre de Fréchet sur X soit il est principal.

Preuve. On pose F = {A ⊂ X : X \A est de cardinal fini }.
Si U contient une partie finie, alors U est un filtre principal.
Sinon :
Soit A ∈ F .
X\A est de cardinal fini donc A est de cardinal infini (on rappelle qu’on considère des filtres sur des ensembles
infinis). Mais U ne contient pas de partie finie et c’est un ultrafiltre donc A ∈ U (car X \A /∈ U).

3.6.2 Utilisation des filtres en topologie

Définition 3.27
Soient X un espace topologique, F un filtre sur X et x ∈ X.
On dit que F converge vers x si F contient le filtre Vx des voisinages de x.

Proposition 3.28
Soit X un espace topologique.
X est séparé si et seulement si tout filtre convergent sur X a une unique limite.

Preuve. On suppose que X est séparé
Soit F un filtre convergent sur X vers x
Vx ⊂ F
Soit x′ une limite du filtre F différente de x
Il existe U,U ′ deux ouverts de X tels que U ∩ U ′ = ∅, x ∈ U, x′ ∈ U ′

Vx,Vx′ ⊂ F donc U,U ′ ∈ F puis U ∩ U ′ ∈ F ce qui est absurde car U ∩ U ′ = ∅
On suppose que tout filtre convergent sur X a une unique limite
Si X n’est pas séparé, il existe x ̸= x′ ∈ X tel que pour tout ouvert U contenant x et V contenant y, U∩V ̸= ∅.
On pose alors B = {U ∩ V : U ∈ Vx, V ∈ Vy}. B est une base de filtre, on note F le filtre enegendré par B
F → x et F → x′ ce qui n’est pas possible, donc X n’est pas séparé.
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Définition 3.29
Soient X,Y deux ensembles,F un filtre sur X et f : X → Y une fonction.
{B ⊂ Y : ∃A ∈ F tel que B = f(A)} est une base de filtre et on appelle filtre image de F par f le filtre
engendré par cette base de filtre.

Remarque 3.30
A appartient au filtre image de F par f si et seulement si f−1(A) ∈ F .

Définition 3.31
Soient X un ensemble non vide, F un filtre sur X et f : X → Y une application de X dans un espace
topologique Y.
On dit que l ∈ Y est limite de f suivant le filtre F lorsque le filtre image f(F) converge vers l.

Le lien entre la convergence de filtres et la convergence de suite est établi par la proposition suivante.

Proposition 3.32
Soient Y un espace topologique et l ∈ Y .
Soit f : N→ Y une application. Pour n ∈ N, on pose yn = f(n).
(yn)n converge vers l si et seulement si l est la limite de f suivant le filtre de Fréchet.

Preuve. On rappelle que le filtre de Fréchet sur N est F = {I ⊂ N : Ic est fini }.
On suppose que (yn)n converge vers l.
Soit V un voisinage de l dans Y.
Alors il existe un rang N ∈ N tel que ∀n ≥ N, yn ∈ V . On pose alors I = {n ∈ N : n ≥ N}. I ⊂ f−1(V )
donc f−1(V )c ⊂ Ic qui est fini donc f−1(V ) ⊂ F . Donc f(F) converge vers l.
Réciproquement, on suppose que l est la limite de F suivant le filtre de Fréchet.
Soit V un voisinage de l dans Y.
Alors V appartient au filtre image de F par f , I = f−1(V ) ∈ F .
Ic est fini et Ic = (f−1(V ))c = f−1(V c) donc il n’y a qu’un nombre fini d’entiers dont l’image n’est pas dans
V, c’est à dire : il existe un rang N ∈ N tel que ∀n ≥ N, f(n) = yn ∈ V . Donc (yn)n converge vers l.

Proposition 3.33
Le filtre image d’un ultrafiltre sur X est un ultrafiltre sur Y.

Preuve. Soit f : X → Y une fonction et U un ultrafiltre sur X.
f(U) est un filtre, montrons que c’est un ultrafiltre
Soit A ⊂ Y n’appartenant pas à f(U). Donc f−1(A) /∈ U . Or U est un ultrafiltre donc X \ f−1(A) ∈ U donc
f−1(Y \A) ∈ U puis Y \A ∈ U
Donc f(U) est un ultrafiltre

Proposition 3.34
Soient X,Y deux espaces topologiques, x ∈ X et f : X → Y une fonction.
f est continue en x si et seulement si pour tout filtre F qui converge vers x, f(F) converge vers f(x).

Preuve. On suppose f continue.
Soient F un filtre qui converge vers x et V un voisinage de f(x).
f est continue donc f−1(V ) est un voisinage de x. Or Vx ⊂ F donc f−1(V ) ⊂ Vx puis f−1(V ) ∈ F . Donc
V ∈ f(F )
On suppose que pour tout filtre F qui converge vers x, f(F) converge vers f(x).
Soit V un voisinage de f(x).
Vx → x donc f(Vx)→ f(x). V ∈ f(Vx) donc f−1(V ) ∈ Vx.

Proposition 3.35
Soit (Xi)i∈I une famille d’espaces topologiques.
On pose X = ΠiXi qu’on munit de la topologie produit.
Un filtre F sur X est convergent si et seulement si ∀i ∈ I, πi(F) est convergent .

Preuve. Si F est un filtre convergent sur X, alors ∀i ∈ I, πi(F) converge car πi est continue.
On suppose maintenant que ∀i ∈ I, πi(F) converge vers xi ∈ Xi. Montrons que F converge vers x = (xi)i∈I .
Soit U un voisinage de x. On peut supposer que U est de la forme U = {y ∈ X : ∀j ∈ J, πj(y) ∈ Uj} avec
J ⊂ I une partie finie et Uj ouvert de Xj .
∀i ∈ I, πi(F) converge vers xi donc c’est le cas pour tout élément de j donc ∀j ∈ J,Vxj ⊂ πj(F). ∀j ∈ J, Uj ∈
πj(F) donc ∃Vj ∈ F : πj(Vj) ⊂ Uj .
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On pose alors V = ∩j∈JVj .
V ∈ F et ∀j ∈ J, πj(V ) ⊂ πj(Vj) ⊂ Uj donc V ⊂ U puis V ∈ F .
Donc F converge vers x.

Proposition 3.36
Soient X un espace topologique, U un ultrafiltre sur X et x ∈ X.
U converge vers x si et seulement si x ∈ ∩A avec A = {A ⊂ X : A ∈ U , A fermé }.

Preuve. Si U converge vers x, alors ∀A ∈ U , x ∈ A.
Réciproquement, si x appartient à l’intersection des éléments de U qui sont fermés dans X :
Soit V un ouvert contenant x.
Si V /∈ U , alors X \ V ∈ U mais X \ V est fermé donc x ∈ X \ V ce qui est absurde.

Proposition 3.37
Soit X un espace topologique séparé.
X est compact si et seulement si tout ultrafiltre sur X est convergent.

Preuve. On suppose que X n’est pas compact et on fixe un recouvrement ouvert (Oi) de X qui n’admet pas
de sous recouvrement fini. La famille formée par les complémentaires des Oi est une base de filtre qui est
donc contenue dans un ultrafiltre U . U ne peut converger vers aucun x car pour x ∈ X,∃i : x ∈ Oi mais
Oi /∈ U donc U ne peut pas converger vers x.
On suppose X compact.
Soit U un ultrafiltre sur X.
La famille formée par les éléments de U qui sont fermés dans X a une intersection non vide car X est compact
et toute sous-famille finie est d’intersection non vide car F est un filtre. On fixe x dans cette intersection. U
converge alors vers x.

Proposition 3.38
Soit (Xi)i∈I une famille d’espaces topologiques non vides et X = ΠiXi muni de la topologie produit.
X est compact si et seulement si ∀i ∈ I,Xi est compact.

Preuve. Si X est compact, alors ∀i ∈ I, πi(X) = Xi est compact.
On suppose que ∀i ∈ I,Xi est compact.
Soit U un ultrafiltre sur X.
∀i ∈ I, πi(U) est un ultrafiltre surXi donc converge. Donc U est convergent et X est compact.

3.7 Compacité locale

Définition 3.39
Soit X un espace topologique séparé.
On dit que X est localement compact lorsque tout point de X admet un voisinage compact.

Exemple 3.40
i) Tout espace compact est localement compact.
ii) Rn et Cn sont localement compacts.
iii) Tout espace topologique discret X est localement compact car ∀x ∈ X, {x} est un voisinage compact de x.
iv) Tout espace topologique homéomorphe à un espace localement compact est localement compact.

Proposition 3.41
Soient X un espace localement compact, Y un espace topologique séparé et f : X → Y une application continue
surjective et ouverte.
Alors :
i) Y est localement compact.
ii) Pour tout compact K de Y, il existe un compact K ′ de X tel que K = f(K ′).

Preuve. Soit y ∈ Y .
i) Il existe x ∈ X tel que y = f(x). On pose V un voisinage compact de x dans X.
Alors f(V ) est un voisinage de y dans Y car il existe un ouvert U de X tel que x ∈ U ⊂ V et f est ouverte
donc f(U) est un ouvert contenant y et contenu dans f(V ). De plus f(V ) est compact car V est compact et
f est continue.
ii) Soit K un compact de Y.
K1 = f−1(K) est fermé dans Y et ∀x ∈ K1, il existe un ouvert Ux de X contenant x et tel que Ux soit
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compact. Alors (f(Ux))x∈K1
est un recouvrement ouvert de K. K étant compact, il existe x1, ..., xn ∈ K1

tel que K ⊂ ∪ni=1f(Uxi) = f(∪ni=1Uxi). Or ∪ni=1Uxi = ∪ni=1Uxi donc ∪ni=1Uxi est compact dans X. On
pose K ′ = K1 ∩ ∪ni=1Uxi qui est un compact de X et f(K ′) ⊂ f(K1) = K et K ⊂ f(∪ni=1Uxi) puis
K = K ∩ f(K1) ⊂ f(∪ni=1Uxi) ∩ f(K1) = f(∪ni=1Uxi ∩K1) = f(K ′).

Proposition 3.42
Soient X1, ..., Xn des espaces topologiques localement compacts (donc séparés).
Πni=1Xi est localement compact si et seulement si ∀i ∈ [|1, n|], Xi est localement compact.

Preuve. On suppose que Πni=1Xi est localement compact.
Soit i ∈ [|1, n|].
pi(X) = Xi est localement compact car pi est continue surjective et ouverte.
On suppose que ∀i ∈ [|1, n|], Xi est localement compact.
Soit x = (x1, ..., xn) ∈ Πni=1Xi. Pour i ∈ [|1, n|], on considère Ui un voisinage compact de xi. Alors Πni=1Ui
est un voisinage compact de x dans Πni=1Xi. Donc Πni=1Xi est localement compact.

Lemme 3.43
Soient X un espace topologique séparé et A,B deux compacts disjoints de X.
Alors il existe deux ouverts disjoints U,V de X tels que A ⊂ U,B ⊂ V .

Preuve. Soit b ∈ B.
Comme X est séparé, ∀a ∈ A, il existe Uab et Vab deux ouverts disjoints de X tels que a ∈ Uab, b ∈
Vab, Uab ∩ Vab = ∅. Donc A ⊂ ∪aUab mais A est compact donc il existe a1, ..., an ∈ A tels que A ⊂ ∪ni=1Uaib.
On pose alors Ub = ∪ni=1Uaib et Vb = ∩ni=1Vaib.
Ub et Vb sont deux ouverts de X tels que A ⊂ Ub, b ∈ Vb et Ub ∩ Vb = ∅. Donc B ⊂ ∪bVb. Mais B est compact
donc il existe b1, ..., bp ∈ B tels que B ⊂ ∪pj=1Vbj . On pose alors U = ∩pj=1Ubj et V = ∪pj=1Vbj .
U et V sont deux ouverts disjoints de X tels que A ⊂ U,B ⊂ V .

Théorème 3.44
Soit X un espace topologique séparé.
X est localement compact si et seulement si tout point de X admet une base de voisinages compact.

Preuve. Il suffit de montrer l’implication directe.
Montrer que tout point de X admet une base de voisinages compact revient à montrer que pour tout point
x de X, et tout voisinage Ux de x dans X, il existe un voisinage compact de x tel que x ∈ V ⊂ Ux.
Soient x ∈ X et Ux un voisinage compact de x.
Soient Kx un voisinage compact de x dans X et U ′

x un ouvert de X tel que x ∈ U ′
x ⊂ Kx.

Alors Wx = U ′
x ∩ Ux est un ouvert de X tel que x ∈ Wx ⊂ Kx ∩ Ux. On pose alors A = Kx \Wx. A est

compact et x /∈ A. Il existe donc deux ouvert U,V de X tels que A ⊂ U, x ∈ V et U ∩ V = ∅. Donc V ⊂ Wx

et V ∩ U = ∅, V ⊂ Kx. Donc x ∈ V ⊂Wx ⊂ Ux. V est un voisinage compact de x contenu dans Ux.

3.8 Compactification d’Alexandroff

Un espace localement compact est un espace qui possède ”beaucoup” de compacts et qui n’est donc pas loin
d’être lui-même compact.

Définition 3.45
Soit X un espace topologique.
Une compactification de X est un couple (X̂, f) avec X̂ un espace compact et f un homéomorphisme de X
dans un sous-ensemble dense de X̂.

Proposition 3.46
Soit (X, T ) un espace localement compact non compact.
On ajoute un point, noté ∞, à X et on pose X̂ = X ∪ {∞} et T̂ = T ∪ {X̂ \K : K compact de X }.
Alors T̂ est une topologie séparé sur X̂ et l’espace topologique (X̂, T̂ ) est compact, il est appelé compactifié
d’Alexandroff de X.

Preuve. i) ∅, X̂ ∈ T̂ .
ii) Soient U ∈ T et K un compact de X.
U ∩ (X̂ \K) = U ∩ (X \K) = U \K ∈ T̂ .
Soient K ′ un autre compact de X.
(X̂ \K)∩ (X̂ \K ′) = X̂ \ (K ∪K ′) ∈ T̂ car K ∪K ′ est un compact de X. Donc X̂ est stable par intersection
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finie.
iii) Soient U ∈ T et K un compact de X.
U ∪ (X̂ \K) = X̂ \ ((X̂ \K) ∩K)) ∈ T̂ . Si K ′ est un compact de X, alors :
(X̂ \K)∪ (X̂ \K ′) = X̂ \ (K ∩K ′) ∈ T̂ car K ∩K ′ est un compact de X. Donc T̂ est bien une topologie sur
X̂.
Donc T̂ est bien une topologie sur X̂. Soit x ∈ X.
On considère K un voisinage compact de x dans X. Alors K◦ (l’intérieur de K dans X) et X̂ \K sont deux
ouverts disjoints de X̂ séparant x et {∞}.

Lemme 3.47
Soient X un espace topologique séparé, Y un sous-ensemble de X localement compact pour la topologie i
induite par celle de X.
1) Si Y est dense dans X, alors Y est un ouvert de X.
2) Il existe un ouvert U de X et un fermé F de X tels que Y = U ∩ F .

Preuve. Soient y ∈ Y et K un voisinage compact de y dans Y .

Théorème 3.48
Soit X un espace localement compact.
Alors il existe X̂ un espace topologique compact vérifiant :
i) X est un sous-espace de X̂.
ii) X̂ \X est réduit à un point {∞}.
iii) X est dense dans X̂ ⇐⇒ X n’est pas compact ⇐⇒ ∞ n’est pas un point isolé dans X̂.
iv) X̂ est unique à homéomorphisme près.

Preuve. iv) Soient Y un espace compact et g : X → Y un homéomorphisme de X sur g(X) tel que Y \g(X) =

{w}. On pose alors h : X̂ → Y : x 7→

{
g(x) si x ∈ X
w si x =∞

. h est bijective. De plus, X est un ouvert de X̂ et g

est continue donc donc h est continue sur X.
Soit V un voisinage ouvert de w dans Y. Alors K = Y \ V est un compact de Y \ {w} = g(X). Or g est un
homéomorphisme de X dans g(X) donc X̂ \ h−1(V ) = g−1(K) est un compact de X. Donc h−1(V ) est un
ouvert de X̂ contenant ∞. Donc h est continue en ∞.

Exemple 3.49
1) Le compactifié d’Alexandroff de R est la sphère S = {z ∈ C : |z| = 1}.
2) Le compactifié d’Alexandroff de C est la sphère de Riemann.

3) Le compactifié d’Alexandroff de Rn est la sphère Sn = {(x1, ..., xn+1) ∈ Rn+1 :
∑n+1
i=1 x

2
i = 1} ⊂ Rn+1.

Pour prouver les résultats des exemples précédents, on peut conidérer la projection stéréographique.

Le procédé de compactification d’Alexandroff nous sera très utile dans la suite pour étendre le théorème de
Riesz sur les espaces compacts aux esapces localement compacts.



Chapitre 4

Cube de Hilbert et espace de Cantor

4.1 Cube de Hilbert

Définition 4.1
Le cube de Hilbert est l’espace [0, 1]N muni de la topologie produit.

Proposition 4.2
Le cube de Hilbert est compact.

Preuve. C’est un produit d’espaces compacts donc compact.

Lemme 4.3
Soit (X, d) un espace métrique.
Si (X, d) est compact, alors (X, d) est séparable.

Preuve. Soit n ∈ N.
(B(x, 2−n))x∈X est un recouvrement ouvert de X donc il existe un ensemble finiAn tel queX = ∪x∈AnB(x, 2−n).
On pose alors A = ∪n∈NAn, A est au plus dénombrable.
Soient x ∈ X, ϵ > 0 et n ∈ N tel que 2−n ≤ ϵ.
Il existe y ∈ An tel que d(x, y) ≤ 2−n ≤ ϵ donc A est dense dans X.

Théorème 4.4
Soit (X, d) un espace métrique compact.
Il existe un fermé F du cube de Hilbert et un homéomorphisme g : X → F .

Preuve. Sans perte de généralité, on suppose que d est à valeurs dans [0, 1] (quitte à remplacer d par min(1, d)
qui est équivalente à d).
(X, d) est un espace métrique compact donc séparable.
Soit {xi}i∈N un sous-ensemble dénombrable dense dans (X, d).
On pose g : X → [0, 1]N défini par ∀x ∈ X,∀n ∈ N, g(x)(i) = d(x, xi). g est continue car ∀i ∈ N, x →
g(x)(i) = d(x, xi) est continue. Donc F = g(X) est compact puis fermé dans [0, 1]N.
Soit x ̸= y ∈ X.
On pose ϵ = d(x, y) > 0. ∃i ∈ N : d(x, xi) <

ϵ
2 Donc d(xi, y) ≥ d(x, y)− d(xi, x) > ϵ

2 puis d(xi, x) < d(xi, y).
g(x) ̸= g(y) donc g est injective.
g : X → F est bijective, X est compact donc g est un homéomorphisme.

4.2 Espace de Cantor

Définition 4.5
On appelle espace de Cantor l’espace C = {0, 1}N muni de la topologie produit.

Proposition 4.6
{0, 1} muni de la distance discrète est compact (car fini) donc C est compact en tant que produit dénombrable
d’espaces compacts.
Les suites convergentes d’éléments de {0, 1} sont les suites stationnaires donc une suite (xn) d’éléments de
C converge vers x ∈ C si et seulement si xn(i) = x(i) à partir d’un certain rang.

16
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Pour x ̸= y ∈ C, on pose n(x, y) = min{i ∈ N : x(i) ̸= y(i)}.

On peut définir une distance d sur C défini par : d(x, y) =

{
2−n(x,y) si x ̸= y

0 sinon
.

Théorème 4.7
Soient x, y, z ∈ C.
d satisfait l’inégalité triangulaire ultramétrique : d(x, z) ≤ max(d(x, y), d(y, z)).

Preuve. Soient x, y, z ∈ C.
Si x = z l’inégalité est vraie.
Si x ̸= z :
On pose n = n(x, z). On ne peut pas avoir à la fois x(n) = y(n) et y(n) = z(n) donc n(x, y) ≤ n ou
n(y, z) ≤ n. Donc 2−n(x,z) ≥ 2−n ou 2−n(y,z) ≥ 2−n.
Donc d(x, y) ≤ max(d(x, z), d(y, z)).

Proposition 4.8
Dans (C, d), tous les triangles sont isocèles.

Preuve. Soient (X, d) un espace ultramétrique et x, y, z ∈ C trois points distincts
On suppose que d(x, y) est la plus grande distance entre ces trois éléments.
Alors d(x, y) ≥ max(d(x, z), d(y, z)) et d(x, y) ≤ max(d(x, y), d(y, z)) donc d(x, y) = max(d(x, z), d(y, z)).
Au moins deux distances sont égales.

Proposition 4.9
La distance d induit la topologie produit.

Preuve. Soit (xm)m ∈ CN convergeant vers x ∈ C.
∀ϵ > 0,∃M ∈ N : ∀m ≥ M,d(xm, x) = 2−n(xm,x) ≤ ϵ. Avec ϵ = 2−p,∃M ∈ N : ∀m ≥ M, 2−n(xm,x) < 2−p

donc ∀i ≤ p, xn(i) = x(i). Donc ∀i ∈ N, (xm(i))m converge vers x(i).
Réciproquement, si ∀i ∈ N, (xm(i))m converge vers x(i), alors (xm)m converge vers x pour d.

Définition 4.10
Pour toute suite finie s = (s0, s1, ..., sk) d’éléments de {0, 1}, on note Ns = {x ∈ C : ∀i ≤ k, x(i) = si} =
{(s0, ..., sk, xk+1, ...) : ∀i ≥ k + 1, xi ∈ {0, 1}}.

Définition 4.11
On note S l’ensemble des suites finies d’éléments de {0, 1} et pour s = (s0, ..., sn), on note |s| = n+ 1 et on
l’appelle la longueur de s. On convient que N∅ = C
Si s = (s0, ..., sn), t = (s0, ..., sn, ϵ), on note t = s ⌢ ϵ.
Si x ∈ C, n ∈ N, on note x|n = (x(0), ..., x(n− 1)).

Théorème 4.12
Soit s = (s0, ..., sn) ∈ S.
Les Ns sont ouverts, fermés et forment une base de la topologie de C.

Preuve. Pour n’importe quel élément x ∈ Ns, on a Ns = B(x, 2−n). En effet, si y ∈ B(x, 2−n) et y ̸= x,
n(x, y) > n donc ∀k ∈ [|0, n|], y(k) = x(k) = sk, y ∈ Ns.
Réciproquement, si y ∈ Ns \ {x}, n(x, y) > n donc d(x, y) < 2−n, y ∈ B(x, 2−n).
Donc Ns est ouvert et l’ensemble des Ns forme une base de la topologie de C.
On pose En les éléments de S de longueur n+1. On a alors Ns = C \ ∪t∈En\{s}Nt = ∩t∈En\{s}(C \Nt). Les
C \Nt sont fermés donc Ns est fermé.

Théorème 4.13
Soit (X, d) un espace métrique non vide, compact, parfait dont la topologie admet une base constituée de
parties ouvertes et fermés.
Alors (X, d) est homéomorphe à l’espace de Cantor.

Lemme 4.14
Soit (X, d) un espace métrique non vide, compact, parfait dont la topologie admet une base constituée de
parties ouvertes et fermés.
Soient U une partie ouverte et fermé non vide de (X, dX) et ϵ > 0.
Alors il existe n ≥ 2 et U1, ..., Un des parties ouvertes fermées non vides de diamètre plus petit que ϵ telles
que U = ∪nk=1Uk.
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Preuve. [du lemme] U est fermé dans (X, d) qui est compact donc U est compact. U est ouvert donc c’est
une réunion de boules B(xi, r) avec 0 < r < ϵ et quitte à réduire ϵ, on suppose que ces boules sont différentes
de U. Or chacune de ces boules est une réunion de parties à la fois ouvertes et fermées donc il existe un
ensemble I, (Vi)i∈I des parties ouvertes et fermées de diamètre plus petit que ϵ telles que ∀i ∈ I, Vi ̸= U et
U = ∪i∈IVi. U est compact donc il existe i1, ..., in ∈ I tels que U = ∪nk=1Vik
On pose alors Uk = Vik , k ≥ 2 car U ̸= Vi.

Preuve. [du théorème] On construit à l’aide du lemme une fammile de parties non vides, ouvertes et fermées
(Us)s∈S telles que :
i) U∅ = X
ii) ∀s ∈ S,Us = Us⌢0 ∪ Us⌢1 et Us⌢0 ∩ Us⌢1 = ∅
iii) diam(Us)→|s|→+∞ 0
On explique seulement l’initialisation et les premières étapes, la suite se fait par récurrence.
On pose U∅ = X.
D’après le lemme précédent, on peut écrire : U∅ = ⊔n1

i=0Vi avec diam(Vi) ≤ 1/2. On pose U0n−1 = Vn et pour
i ∈ [|0, n − 2|], U0i⌢1 = Vi+1, U0i = Vi+1 ∪ ... ∪ Vn. On peut représenter la construction par l’arbre suivant
dont on ne représente que les premières branches :

U∅

U0

U00

U000 U001

U01

U1

Pour α ∈ C, on pose alors Kα = ∩n∈NUα|n .
Kα est non vide car c’est une intersection décroissante de compacts non vides. De plus, diam(Kα) = 0 car
diam(Uα|n)→n 0 donc on peut écrire Kα = {f(α)}. f est continue car diam(Us)→|s|→∞ 0.
Si α ̸= β et n = n(α, β), alors α = s ⌢ ϵ ⌢ α′ et β = s ⌢ ϵ′ ⌢ β′ avec ϵ′ = 1− ϵ.
Donc f(α) ∈ Us⌢ϵ, f(β) ∈ Us⌢ϵ′ et ces deux ouverts sont disjoints donc f(α) ̸= f(β), f est injective.
Soit x ∈ X.
Par récurrence, on construit α ∈ C tel que : ∀x ∈ X,∀n ∈ N, x ∈ Uα|n :
Comme U0 ∪ U1 = X, on peut choisir α(0) de sorte que x ∈ Uα(0).
Mais Uα(0) = Uα(0)⌢0 ∪ Uα(0)⌢1 donc on peut choisir α(1) de sorte que x ∈ Uα(0)⌢α(1).
On répète ce procédé pour obtenir le résultat. On obtient donc que f est surjective, puis f est un homéomorphisme
de (C, d) dans (X, dX).

Théorème 4.15
Il existe un homéomorphisme de C sur C × C et de C sur CN.

Preuve. C×C est un espace métrique non vide compact (en tant que produit de deux compacts). {Ns×Nt :
s, t ∈ S} forme une base de parties ouvertes et fermés de la topologie de C ×C. De plus, chaque Ns×Nt est
infini donc C × C n’a pas d’ouvert fini et donc pas de points isolés. D’après le théorème précédent, C × C
est homéomorphe à C.
De même pour CN.

Définition 4.16
On définit une suite de fermés Kn de [0, 1] de la manière suivante :
K0 = [0, 1]
K1 = [0, 13 ] ∪ [ 23 , 1]
Si Kn est construit, et s’écrit Kn = [0, a0] ∪ [a1, a2] ∪ ... ∪ [am, 1] avec 0 < a0 < ... < am < 1, alors on pose
Kn+1 = [0, 13a0]∪ [

2
3a0, a0]∪ ...∪ [am, am+ 1−am

3 ]∪ [am+2 1−am
3 , 1] (on découpe chaque intervalle en trois et

on retire la partie centrale).
On pose K = ∩+∞

n=0Kn et on l’appelle l’ensemble triadique de Cantor.
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Théorème 4.17
L’ensemble triadique de Cantor K est homéomorphe à l’espace de Cantor C.

Preuve. Soit f : C → [0, 1] : x→
∑+∞
i=0 2xi3i . Montrons que f est un homéomorphisme de C dans K.

Si x, y ∈ C tels que d(x, y) < 2−n, alors |f(x)− f(y)| ≤
∑+∞
i=n+1

2
3i =

1
3n donc f est continue.

Si x ̸= y et n = n(x, y), alors |f(x)− f(y)| = |
∑
i≥n 2

x(i)
3i −

∑
i≥n

y(i)
3i | = |2

x(n)−y(n)
3n +

∑
i≥n+1 2

x(i)−y(i)
3i | ≥

2
3n − 2

∑
i≥n+1

2
3i =

1
3n > 0. Donc f est injective.

Pour x ∈ C : ∀n ∈ N,
∑n
i=0 2

x(i)
3i ∈ K et K est fermé donc f(x) ∈ K.

Soit y ∈ K.
Si y ∈ [0, 1/3], on pose x(0) = 0, sinon on pose x(0) = 1. On répète ce procédé à chaque étape et on obtient

ainsi que ∀n ∈ N,
∑n
i=0 2

x(i)
3i ≤ y ≤

∑n
i=0 2

x(i)
3i + 1

3n . Donc y = f(x).
f est une bijection continue de C sur K, C est compact, donc f est un homéomorphisme de C sur K.

Lemme 4.18
Soit f : K → [0, 1] continue.
f s’étend en une fonction continue de [0, 1] dans [0, 1].

Remarque 4.19
C’est un cas particuliers du théorème de prolongement de Tietze.

Preuve. Pour x ∈ K, on pose f̃(x) = f(x).
Soit x ∈ [0, 1] \K.
Il existe a, b ∈ K tels que ]a, b[∩K = ∅ et x ∈]a, b[. Donc x = ta + (1 − t)b pour un t ∈]0, 1[. On pose alors
f̃(x) = tf(a) + (1 − t)f(b). Montrons que f̃ est bien continue sur [0, 1]. Pour x ∈ [0, 1] \ K, il existe un
intervalle ouvert sur lequel f̃ est affine donc continue.
Soient x ∈ K et ϵ > 0.
Par continuité de f, ∃δ > 0 : ∀y ∈ K, |y − x| ≤ 2δ =⇒ |f(y) − f(x)| ≤ ϵ. Cas 1 : x est extrémité d’un
intervalle qu’on enlève à [0, 1] dans la construction de K, sans perte de généralité, on peut supposer que c’est
l’étrémité de gauche.
Par ce qui précède, f est continue à droite en x
Soit y ≤ x tel que |y − x| ≤ δ.
Si y ∈ K, alors |f(x)− f(y)| ≤ ϵ
Sinon : ∃a, b ∈ K :]a, b[∩K = ∅ et |a− x| ≤ 2δ, |b− x| ≤ δ. On a donc |f(x)− f(a)| ≤ ϵ, |f(x)− f(b)| ≤ ϵ.
Or f̃(x) ∈ [f(a), f(b)] donc |f̃(x)− f(x)| ≤ ϵ donc f̃ est continue en x.
Cas 2 : x n’est pas l’extrémité d’un intervalle qu’on enlève à [0, 1] pour construire K.
On considère alors δ′ > 0 tel que ]x − δ′, x + δ′[ n’intersecte aucun de ces intervalles qui ont une longueur
plus grande que δ et on vérifie de même que précedemment que si z ∈ [0, 1] tel que |z − x| ≤ δ, alors
|f̃(x)− f̃(z)| ≤ ϵ.

Théorème 4.20
Soit F un fermé non vide de C.
Il existe une fonction continue r : C → F telle que ∀x ∈ F, r(x) = x.
En particulier, r est une surjection continue de C sur F .

Preuve. Si x ∈ F : on pose r(x) = x.
Si x /∈ F : d(x, F ) > 0 car F est fermé. Or si y ∈ F tel que x|m = y|m, alors d(x, y) ≤ 2m−1.

On pose m(x) =

{
max{m ∈ N : ∃y ∈ F : x|m = y|m}
0 si ∀y ∈ F, x(0) ̸= y(0)

et r(x) = yx|m(x)
avec y ∈ F tel que y prolonge

x|m(x). r est bien à valeurs dans F et r(x) = x pour tout x ∈ F .
Montrons que r est continue :
Si x /∈ F : pour tout y ∈ C tel que d(x, y) < 2−m(x),, alors m(x) = m(y) donc r(x) = r(y).
Si x ∈ F : pour tout y ∈ C tel que d(x, y) < 2−n, alors m(y) ≥ n, donc r(y) étend y|n = x|n donc
d(r(x), r(y)) < 2−n.
Donc r est continue en x.

Théorème 4.21
Soit (X, dX) un espace métrique compact non vide.
Il existe une surjection continue f : (C, d)→ (X, dX).
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Preuve. Soit f : C → [0, 1] telle que ∀x ∈ C, f(x) =
∑+∞
n=0

x(n)
2n .

De la même manière qu’à la preuve 4.2, on montre que f est une surjection continue de C sur [0, 1]. On pose
alors g : CN → H définie par g(x) = (f(x0), f(x1), ...). g est une surjection continue de CN sur H = [0, 1]N.
Or C et CN sont homéomorphes donc il existe φ : C → CN un homéomorphisme et on a alors g̃ = g ◦ φ est
une surjection continue de C sur H. De plus, il existe un fermé X̃ de H et un homéomorphisme h : X → X̃.
Alors F = g̃−1(X̃) est un fermé non vide de C donc il existe une rétraction continue r : C → F .
Ainsi, h ◦ g̃ ◦ r est une rétraction continue de C sur X.

Théorème 4.22
Il existe des courbes de Peano, c’est à dire, des surjections continues de [0, 1] dans [0, 1]× [0, 1].

Preuve. [0, 1]×[0, 1] est compact et C est homéomorphe à K donc il existe f : K → [0, 1]×[0, 1] une surjection
continue. On note f1, f2 ses coordonnées, f1, f2 sont des fonctions continues de K dans [0, 1] donc on peut
les prolonger en g1, g2 : [0, 1]→ [0, 1]× [0, 1] des fonctions continues
g = (g1, g2) est une surjection continue de [0, 1] dans [0, 1]× [0, 1].



Chapitre 5

Duaux d’espaces de fonctions
continues

5.1 Compléments en théorie de la mesure

5.1.1 Régularité des mesures

Dans cette partie, X est un espace métrique et la tribu considérée sur X est la tribu borélienne notée B(X).

Définition 5.1
- On dit que µ est régulière intérieurement lorsque pour tout A ∈ B(X), µ(A) = sup{µ(K) : K compact ⊂ A}.
- On dit que µ est régulière extérieurement lorsque pour tout A ∈ B(X), µ(A) = sup{µ(O) : A ⊂ O ouvert}.
- µ est dite régulière si elle est régulière intérieurement et extérieurement.

Remarque 5.2
L’argument de régularité sera très utile pour montrer des propriétés d’unicités de mesures. En effet, si deux
mesures sont régulières et cöıncident sur les compacts, alors elles sont égales.

Définition 5.3
Une mesure borélienne est dite de Borel si elle est finie sur les compacts.

Proposition 5.4
Soit µ une mesure finie sur (X,B(X)).
Pour tout A ∈ B(X) et ϵ > 0, il existe un ouvert O et un fermé F tels que F ⊂ A ⊂ O et µ(O \ F ) ≤ ϵ.
Autrement dit : µ(A) = sup{µ(F ) : F fermé ⊂ A} = inf{µ(O) : A ⊂ O ouvert }.

Preuve. On pose A = {A ∈ B(X) : A vérifie la proposition}. Montrons que A est une tribu contenant les
ouverts donc B(X).
Soient A un ouvert et ϵ > 0.
Pour n ∈ N∗, on pose Fn = {x ∈ X : d(x,Ac) ≥ 1/n}. x 7→ d(x,Ac) est continue donc Fn est fermé et
∪n≥1Fn = {x ∈ X : d(x,Ac) > 0} = A.
∀n ∈ N∗, Fn ⊂ Fn+1 donc limn µ(Fn) = µ(A). µ est finie donc limn µ(A \ Fn) = 0 soit, à partir d’un certain
rang n : µ(A \ Fn) < ϵ. Donc A contient les ouverts.
Soient (An)n≥1 ∈ AN, ϵ > 0.
∀n ∈ N∗, il existe un ouvert On et un fermé Fn tels que Fn ⊂ An ⊂ On et µ(Fn \On) ≤ ϵ

2n+1 .
Or ∪nFn ⊂ ∪nAn ⊂ ∪nOn donc :
µ((∪nOn) \ (∪nFn)) ≤ µ(∪n(On \ Fn)) ≤

∑
n µ(On \ Fn) ≤

∑
n

ϵ
2n+1 ≤ ϵ/2

De plus, il existe nϵ ≥ 1 tel que µ(∪nFn) ≤ µ(∪nϵk=1Fk) + ϵ/2.
On pose maintenant O = ∪nOn et F = ∪nϵk=1Fk. O est un ouvert contenant A, F est un fermé contenu dans
A et :µ(O \F ) = µ(∪nOn)−µ(F ) = µ(∪nOn)−µ(∪nFn)+µ(∪nFn)−µ(F ) ≤ ϵ. Donc A est stable par union
dénombrable.
Soient A ∈ A, ϵ > 0, F fermé contenu dans A, O ouvert contenant A tels que F ⊂ A ⊂ O et µ(O \ F ) ≤ ϵ.
On a donc Oc ⊂ Ac ⊂ F c, Oc est un fermé contenu dans A, F c est un ouvert contenant A et µ(F c \ Oc) =
µ(O \ F ) ≤ ϵ . Donc A est stable par passage au complémentaire.
A est une tribu contenant B(X) : A = B(X).

Définition 5.5
Soit µ une mesure sur un espace mesurable (X,B(X)).

21



22 CHAPITRE 5. DUAUX D’ESPACES DE FONCTIONS CONTINUES

On dit que µ est σ-finie lorsqu’il existe une suite croissante de boréliens (En)n≥1 telle que :
X = ∪nEn et ∀n ≥ 1, µ(En) < +∞. Dans ce cas, l’espace mesuré (X,B(X), µ) est dit σ-fini.

Théorème 5.6
Supposons (X,µ) σ-fini : X = ∪n≥1En avec µ(En) < +∞ et En ⊂ En+1.
a) Si µ est une mesure σ-finie sur (X,B(X)), alors ∀A ∈ B(X), µ(A) = sup{µ(F ) : F fermé ⊂ A}.
b) Si de plus X = ∪n≥1

◦
En, alors µ est régulière extérieurement.

c) Si on peut choisir les boréliens En compacts, alors µ est régulière intérieurement.

Preuve. a) Cas 1 : µ(A) est fini.
Soit ϵ > 0.
A = ∪n(A ∩ En) donc il existe nϵ ≥ 1 tel que µ(A) ≤ µ(A ∩ Enϵ) + ϵ soit µ(A ∩ Ecnϵ) ≤ ϵ/2. On pose µ̃ la
mesure définie par µ̃(B) = µ(B ∩ Enϵ). µ̃ est une mesure finie sur (X,B(X)) donc par la proposition 5.4 il
existe un fermé F contenu dans A tel que µ̃(A \ F ) ≤ ϵ. µ(A \ F ) = µ((A \ F ) ∩ Enϵ) + µ((A \ F ) ∩ Ecnϵ) ≤
µ̃(A \ F ) + µ(A ∩ Enϵ) ≤ 2ϵ.
Cas 2 : µ(A) = +∞
µ(A) = limn µ(A ∩ En) mais d’après le cas 1 :
µ(A ∩ En) = sup{µ(F ) : F ⊂ A ∩ En, F fermé} ≤ sup{µ(F ) : F fermé ⊂ A} donc µ(A) ≤ sup{µ(F ) :
F fermé ⊂ A} puis µ(A) = sup{µ(F ) : F fermé ⊂ A}
b) Pour n ≥ 1, on pose µn = µ(· ∩ En).
Soient A ∈ B(X) et ϵ > 0. ∀n ≥ 1, il existe On un ouvert contenant A tel que µ(On \ A) ≤ ϵ/2n donc
µ(On ∩ En) ≤ µ(A ∩ En) + ϵ/2n.
Par récurrence, on montre que µ(∪nk=1(Ok ∩ Ek)) ≤ µ(A ∩ En) +

∑n
k=1 ϵ/2

k :
Si n = 1 : le résultat est vrai.
Soit n ≥ 2 tel que µ(∪nk=1(Ok ∩ Ek)) ≤ µ(A ∩ En) +

∑n
k=1 ϵ/2

k.

µ(∪n+1
k=1(Ok ∩ Ek)) = µ(On+1 ∩ En+1) + µ(∪nk=1(Ok ∩ Ek))− µ((On+1 ∩ En+1) ∩ ∪nk=1(Ok ∩ Ek))

≤ µ(A ∩ En+1) +
ϵ

2n+1
+ µ(A ∩ En) +

n∑
k=1

ϵ

2k
− µ((On+1 ∩ En+1) ∩ ∪nk=1(Ok ∩ Ek))

Or A ∩ En ⊂ ∪nk=1(A ∩ Ek) ⊂ ∪nk=1(Ok ∩ Ek) et A ∩ En ⊂ A ∩ En+1 ⊂ On+1 ∩ En+1 donc :

µ(∪n+1
k=1(Ok ∩ Ek)) ≤ µ(A ∩ En+1) +

n+1∑
k=1

ϵ

2k

Par passage à la limite, on obtient donc µ(∪n(On ∩
◦
En)) ≤ µ(∪n(On ∩En)) ≤ µ(A) + ϵ. De plus, X = ∪n

◦
En

donc A = ∪n(A ∩
◦
En) ⊂ ∪n(On ∩

◦
En).

c) Les F ∩ En sont compacts et µ(F ) = limn µ(F ∩ En).

Lemme 5.7
Si (X, d) est un espace métrique localement compact et séparable, alors (X, d) est σ-compact.

Preuve. On pose I = {(n, r) ∈ N∗×Q∗
+ : B(xn, r) compact}. I est au plus dénombrable donc on peut l’écrire

sous la forme I = ∪p≥1Ip avec (Ip)p une suite croissante d’ensembles finis.

Soient x ∈ X et Kx un voisinage compact de x. Il existe (n, r) ∈ N∗ ×Q∗
+ tel que x ∈ B(xn, r) ⊂

◦
Kx. On

pose Kp = ∪(n,r)∈IpB(xn, r) et comme X = ∪(n,r)∈IB(xn, r), on a X = ∪p≥1Kp. Les Kp sont compacts en
tant que réunion finie de compacts donc X est σ-compact.

Théorème 5.8
Une mesure de Borel sur un espace métrique localement compact et séparable est régulière.

Preuve. Par le théorème 5.6, il suffit de montrer que X = ∪n≥1

◦
Ln avec Ln compact et Ln ⊂ Ln+1. On

reprend les notations de la preuve précédente.

On pose L1 = K1 et on suppose avoir construit L1, ..., Ln tels que Kk ⊂ Lk et Lk−1 ⊂
◦
Lk. Kn+1 ∪ Ln est

compact et X est localement compact donc pour tout x ∈ Kn+1 ∪Ln, il existe Vx un voisinage compact de x

dans X. (
◦
Vx)x∈Kn+1∪Ln est un recouvrement ouvert de Kn+1 ∪ Ln donc il existe x1, ..., xp ∈ Kn+1 ∪ Ln tels

que Kn+1 ∪ Ln ⊂ ∪pj=1

◦
Vxj . On pose Ln+1 = ∪pj=1Vxj . Ln+1 est compact en tant qu’union finie de compacts,
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Kn+1 ⊂ Ln+1 et Ln ⊂ ∪pj=1

◦
Vxj ⊂

◦
Ln+1. Ainsi, la suite de compact (Ln) vérifie :

X = ∪nKn ⊂ ∪nLn ⊂ ∪n
◦

Ln+1 ⊂ ∪n
◦
Ln ⊂ X donc X = ∪n

◦
Ln.

Définition 5.9
Une mesure de Radon est une mesure de Borel régulière exterieurement et vérifiant : pour tout ouvert O de
X, µ(O) = sup{µ(K) : K compact ⊂ A}.

5.1.2 Théorème d’extension de Carathéodory

Définition 5.10
Une famille A de parties de X est une algèbre si :
i) X ∈ A.
ii) ∀A,B ∈ A, A ∪B ∈ A.
iii) ∀A ∈ A, Ac ∈ A.

Définition 5.11
Soient A une algèbre sur X
Une prémesure sur X est une application µ : A → [0,+∞] telle que :
i) µ(∅) = 0.
ii) Pour (An)n une famille d’éléments de A deux à deux disjoints, µ(⊔n≥1An) =

∑
n≥1 µ(An).

Théorème 5.12 (Carathéodory)
Soient A une algèbre sur X et µ une prémesure sur A.
Alors il existe une unique mesure surM(A) la tribu engendrée par A, cöıncidant avec µ sur A.

Preuve. Pour une preuve, voir [1].

5.2 Théorème de Riesz pour les espaces compacts

Pour K un compact, on note C(K) l’ensemble des fonctions continues sur K à valeurs dans R et on munit
C(K) de ∥ · ∥∞.

Définition 5.13
Soit φ une forme linéaire positive sur C(X).
On dit que φ est positive lorsque pour toute fonction continue sur X à valeurs positives φ(f) ≥ 0.

Théorème 5.14 (Stone-Weierstrass)
Soient (X, d) un espace métrique compact et A un sous-espace vectoriel de C(X,R) vérifiant les propriétés
suivantes :
1) ∀f, g ∈ A, fg ∈ A.
2) Les fonctions constantes appartiennent à A.
3) ∀x ̸= y,∃f ∈ A/f(x) ̸= f(y).
Alors A est dense dans (C(X,R), ∥ · ∥∞).

Preuve. Commençons par montrer le résultat suivant : si f ∈ A, alors |f | ∈ Ā.
Soit f ∈ A. On pose v : R→ R : t 7→ t. Par théorème de Weierstrass, il existe une suite (Pn) de polynomes
sur [−1, 1] telle que ∥Pn − v∥∞ →n 0
Cas 1 : ∥f∥∞ ≤ 1.
Alors : ∀x ∈ X, f(x) ∈ [−1, 1]. Par ce qui précède, on a donc ∥Pn ◦ f − v ◦ f∥∞ →n 0 et Pn ◦ f ∈ A.
Cas 2 : ∥f∥∞ > 1.
On pose alors g = f

∥f∥∞
. Par le cas 1, g ∈ Ā et comme Ā est un espace vectoriel f ∈ Ā. Pour f, g ∈

A,max(f, g) = f+g+|f−g|
2 et min(f, g) = f+g−|f−g|

2 . Par ce qui précède, si f, g ∈ A, alors max(f, g),min(f, g) ∈
Ā.
Soient x1 ̸= x2 ∈ X et α1, α2 ∈ R. Montrons qu’il existe f ∈ A telle que f(x1) = α1 et f(x2) = α2.

A sépare les points de X donc il existe g ∈ A telle que g(x1) ̸= g(x2). On pose alors f : x 7→ g(x2)−g(x)
g(x2)−g(x1)

α1 +
g(x1)−g(x)
g(x1)−g(x2)

α2. Alors f ∈ A et f(x1) = α1, f(x2) = α2.

Soient g ∈ C(X,R) et ϵ > 0.
Soit x ∈ X. Pour tout y ∈ X, on pose fy ∈ A telle que fy(x) = g(x) et fy(y) = g(y) et Uy = {z ∈ X :
fy(z) > g(z)− ϵ}. Uy est un ouvert de X contenant y donc (Uy)y∈X est un recouvrement ouvert de X. Mais
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X est compact donc il existe y1, ..., yn ∈ X tels que : ∀z ∈ X,∃i ∈ [|1, n|] : fyi(z) > g(z) − ϵ. On pose alors
hx = max(fy1 , ..., fyn) ∈ Ā. Alors hx(x) = g(x) et : ∀z ∈ X,hx(z) > g(z)− ϵ.
On pose maintenant Vx = {z ∈ X : hx(z) < g(z) + ϵ}. Vx est un ouvert de X contenant x, on peut donc en
extraire un sous-recouvrement fini, il existe x1, ..., xn ∈ X tels que : ∀z ∈ X,∃i ∈ [|1, n|] : hxi(z) < g(x) + ϵ.
On pose alors h = min(hx1

, ..., hxn). Montrons que h ∈ A.
Soit ϵ > 0. Il existe alors g1, ..., gn ∈ A telles que ∥hxi − gi∥∞ ≤ ϵ pour i ∈ [|1, n|].
On pose g = min{g1, ..., gn}. On a g ∈ A et ∥h− g∥∞ ≤ ϵ donc h ∈ A.
Alors h vérifie : ∀z ∈ X,h(z) < g(z) + ϵ.
On a donc trouvé h ∈ Ā telle que : ∀x ∈ X, |h(x)− g(x)| < ϵ, autrement dit ∥h− g∥∞ < ϵ.

Lemme 5.15
Toute forme linéaire φ positive sur C(X) est continue et ∥φ∥ = φ(1).

Preuve. Soit f ∈ C(X) non nulle. On pose g = 1− f
∥f∥∞

.

g est continue positive donc φ(g) ≥ 0 puis φ(f) ≤ ∥f∥∞φ(1). Donc φ est continue et ∥φ∥ ≤ φ(1)
De plus φ(1) ≤ ∥φ∥ × ∥1∥∞ = ∥φ∥ donc ∥φ∥ = φ(1).

Théorème 5.16 (Théorème de Riesz version positive)
Soient X un espace métrique compact et φ une forme linéaire positive sur C(X).
Alors il existe une unique mesure borélienne finie µ sur X telle que pour toute f ∈ C(X), φ(f) =

∫
X
fdµ.

Remarque 5.17
Le théorème de Riesz fait donc le lien entre les formes linéaires positives sur C(X) et les mesures boréliennes
finies sur X. Travailler avec une mesure borélienne finie sur X revient donc à travailler avec une forme linéaire
positive sur C(X). Le théorème de Riesz pour les espaces topologiques localements compacts sera fondamental
dans la preuve de l’existence d’une mesure de Haar sur un groupe topologique localement compact.

Théorème 5.18 (Théorème de Riesz)
Soient X un espace métrique compact et φ une forme linéaire continue sur C(X).
Alors il existe deux mesures boréliennes finies µ1, µ2 sur X telles que : ∀f ∈ C(X), φ(f) =

∫
X
fdµ1−

∫
X
fdµ2.

Lemme 5.19
Soient X un espace métrique compact et φ ∈ C(X)∗.
Il existe deux formes linéaires positives φ1, φ2 sur C(X) telles que : ∀f ∈ C(X), φ(f) = φ1(f)− φ2(f).

Preuve. Pour f ∈ C(X,R+), on pose φ1(f) = sup{φ(g) : 0 ≤ g ≤ f} et φ2(f) = φ1(f)− φ(f).
Pour f ∈ C(X,R+), 0 ≤ f donc φ1(f) ≥ φ1(0) = 0.
De plus, φ(f) ≤ φ1(f) donc φ2(f) ≥ 0.
∀λ ∈ R+, φ1(λf) = λφ1(f).
Soient f1, f2 ∈ C(X,R+).

Si

{
0 ≤ g1 ≤ f1
0 ≤ g2 ≤ f2

, alors 0 ≤ g1 + g2 ≤ f1 + f2 donc φ(g1) + φ(g2) ≤ φ1(f1 + f2) puis φ1(f1) + φ1(f2) ≤

φ1(f1 + f2).
Si 0 ≤ g ≤ f1 + f2, on pose g1 = min(g, f1) et g2 = g − g1.
Si g1(x) = g(x), alors g2(x) = 0 ≤ f2(x) et si g1(x) = f1(x), alors g2(x) = g(x)− f1(x) ≤ f2(x)

On a alors

{
0 ≤ g1 ≤ f1
0 ≤ g2 ≤ f2

donc φ(g) = φ(g1)+φ(g2) ≤ φ1(f1)+φ2(f2) puis φ1(f1 + f2) ≤ φ1(f1)+φ2(f2).

Donc φ1(f1 + f2) = φ1(f1) + φ2(f2).
Pour f ∈ C(X), on pose φ1(f) = φ1(f

+)− φ1(f
−).

Soient f, g ∈ C(X).

φ1(f + g) = φ1(f
+ − f− + g+ − g−)

= φ1(f
+ + g+ − (f− + g−))

= φ1(f
+) + φ1(g

+)− φ1(f
−) + φ1(g

−)

= φ1(f) + φ1(g)

Donc φ1 est linéaire.
φ2 = φ1 − φ donc φ2 est aussi linéaire.
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Preuve. [théorème de Riesz version positive] Unicité (sous reserve d’existence) :
On suppose qu’il existe deux mesures µ, ν borélienne, finies sur X telles que : ∀f ∈ C(X), φ(f) =

∫
X
fdµ =∫

X
fdν.

Soient K un compact de X et ϵ > 0.

On pose Lϵ = {x ∈ X : d(x,K) ≥ ϵ} et fϵ(x) = d(x,Lϵ)
d(x,K)+d(x,Lϵ)

. Lϵ est fermé dans X (qui est compact)

donc est compact. fϵ est à valeurs dans [0, 1], égale à 1 sur K et 0 sur Lϵ. Donc ∀x ∈ X, fϵ(x)→ϵ→0 χK(x).
De plus ∀x ∈ X, |fϵ(x)| ≤ 1 et 1 est intégrable sur K car µ est finie donc par théorème de convergence
dominée :

∫
X
fϵdµ→ϵ→0

∫
X
χKdµ = µ(K). Or

∫
X
fϵdµ = φ(fϵ) donc µ(K) = limϵ→0 φ(fϵ). De même avec ν

et on obtient ainsi que µ(K) = ν(K)
Par régularité des mesures µ et ν (proposition 5.4), on obtient que µ = ν
Preuve du théorème de Riesz sur l’espace de Cantor :
On considère φ une forme linéaire sur C(K) avec K = {0, 1}N l’espace de Cantor. On note Clopen(K)
l’ensemble des parties de K qui sont à la fois ouvertes et fermées. Clopen(K) est stable par union finie,
par passage au complémentaire et contient ∅ et K donc c’est une algèbre de parties de K. Par théorème
d’extension de Carathéodory, toute prémesure sur Clopen(K) s’étend en une mesure positive sur la tribu
engendrée par Clopen(K). La topologie sur K admet une base de parties à la fois ouvertes et fermées donc
toute prémesure positive sur Clopen(K) s’étend en une mesure borélienne sur K. Pour A ∈ Clopen(K), on
pose µ(A) = φ(χA), µ est alors finiment additive sur Clopen(K).
Soit (An)n une suite de parties deux-à-deux disjointes de Clopen(K) telles que A = ∪nAn soit aussi ouverte
et fermée.
A est fermée dans K donc compact et (An) est un recouvrement ouvert de A donc il existe N ∈ N tel que

∀n ≥ N,An = ∅ donc µ(A) = µ(∪Nn=0An) =
∑N
n=0 µ(An) =

∑+∞
n=0 µ(An). Ainsi, par théorème d’extension de

Carathéodory, il existe une mesure borélienne µ sur K telle que µ(A) = φ(χA) pour toute partie A ouverte
fermée.
On note F = Vect({χA : A ∈ Clopen(K)}). Par théorème de Stone-Weierstrass, F est dense dans C(K) (pour
la norme ∥ · ∥∞) donc ∀f ∈ F,φ(f) =

∫
K
fdµ.

Soit f ∈ C(K).
Il existe (fn)n ∈ FN telle que (fn) converge uniformément vers f .
φ(fn) =

∫
K
fndµ. ∀x ∈ K, fn(x)→n f(x) et : |fn(x)| ≤ |f(x)|+ |fn(x)− f(x)| ≤ ∥f∥∞ + ∥fn − f∥∞. Donc

il existe un entier N tel que ∀n ≥ N, |fn(x)| ≤ ∥f∥∞ + 1. Donc par passage à la limite φ(f) =
∫
K
fdµ

Preuve du théorème de Riesz sur X :
Il existe Π : K → X une surjection continue. On pose τ : C(X) → C(K) définie par : ∀f ∈ C(X),∀y ∈
K, τ(f)(y) = f(Π(y)).
Si τ(f) = τ(g), alors ∀y ∈ X, f(Π(y)) = g(Π(y)) donc f = g par sujectivité de τ .
On définit φ̃ : im(τ)→ R par φ̃(τ(f)) = φ(f). ∀f ∈ im(τ), φ̃(f) ≤ φ̃(1)∥f∥∞.
Par théorème de Hahn-Banach, il existe ψ une forme linéaire continue sur C(K) prolongeant φ̃ et telle que :
∀f ∈ C(K), ψ(f) ≤ ψ(1)∥f∥∞.Comme ψ(1) = φ̃(1), ψ est une forme linéaire positive sur C(K).
Par la partie précédente, il existe µ mesure borélienne finie sur K telle que ψ(f) =

∫
K
fdµ.

On a alors :

φ(f) = ψ(τ(f))

=

∫
K

τ(f)dµ

=

∫
K

f ◦Πdµ

On pose ν la mesure image de µ par Π et on a donc :

φ(f) =

∫
X

fdν

Théorème 5.20
Sur (Rn,B(Rn)), il existe une unique mesure µ telle que ∀a1 < b1, ..., an < bn, µ(Π

n
i=1[ai, bi]) = Πni=1(bi−ai).

Preuve. On pose Kn = [−n, n]d et φn(f) =
∫ n
−n ...

∫ n
−n f(x1, ..., xd)dx1...dxd.

φn est une forme linéaire positive donc par théorème de Riesz, il existe une unique mesure borélienne finie
µn sur Kn telle que pour f ∈ C(Kn), φn(f) =

∫
Kn

fdµn.
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Soit i ∈ [|1, d|].

On pose f ip(xi) =


0 si x < ai − 1/p ou x > bi + 1/p

p si x ∈ [ai − 1/p, ai]

1 si x ∈ [ai, bi]

p si x ∈ [bi, bi + 1/p]

et gip(x) =


0 si x < ai ou x > bi

p si x ∈ [ai, ai + 1/p]

1 si x ∈ [ai + 1/p, bi − 1/p]

p si x ∈ [bi − 1/p, bi]

.

On a alors ∀i ∈ [|1, d|], gip(xi) ≤ 1[ai,bi](xi) ≤ f ip(xi) donc :
fp(x) ≤ 1Πni=1[ai,bi]

(x) ≤ gp(x) puis Πni=1(bi − ai − 1/p) ≤ 1Πni=1[ai,bi]
(x) ≤ Πni=1(bi − ai + 1/p).

Par passage à la limite, on obtient le résultat suivant :
µn est l’unique mesure sur Kn vérifiant µn(Π

d
i=1[ai, bi]) = Πdi=1(bi− ai) pour [a1, b1], ..., [an, bn] des segments

contenus dans [−n, n]. ∀n ≤ m,∀B ∈ B(Km), µn(B) = µm(B). Donc pour tout borélien B de Rd, on pose
λ(B) = limn→+∞ µn(B ∩ [−n, n]d).
λ est une mesure borélienne σ-finie sur Rd vérifiant λ(Πdi=1[ai, bi]) = Πdi=1|bi − ai|.
On ainsi obtenu l’existence et l’unicité de la mesure de Lebesgue sur Rd.

5.3 Théorème de Riesz pour les espaces localement compacts

Théorème 5.21
Soient (X, d) un espace métrique localement compact séparable et φ une forme linéaire positive sur Cc(X).
Il existe une unique mesure de Radon µ telle que ∀f ∈ Cc(X), φ(f) =

∫
X
fdµ.

Remarque 5.22
De la même manière que l’on a déduit l’existence et l’unicité de la mesure de Lebesgue sur Rn du théorème
de Riesz pour les espaces compacts, on obtient une extension de ce théorème pour les espaces localements
compacts. Les groupes topologiques localements compacts constituent notamment le bon cadre pour obtenir la
mesure de Haar.

Preuve. Soit φ une forme linéaire positive sur Cc(X).
X est séparable et localement compact donc σ−compact : X = ∪nKn avec Kn ⊂ Kn+1.

Pour n ∈ N, on pose Fn = {x ∈ X : d(x,Kn) ≥ 1} et fn : x 7→ d(x,Fn)
d(x,Kn)+d(x,Fn)

. fn est à valeurs dans

[0, 1], fn|Kn = 1, fn|Fn = 0

On pose X̂ le compactifié d’Alexandroff de X et φn(f) = φ(fn ·f) et on a alors φn une forme linéaire positive
sur C(X̂). Par théorème de Riesz dans le cas compact, il existe une unique mesure borélienne finie µn sur X̂
telle que : ∀f ∈ C(X̂), φn(f) =

∫
fdµn.

Soit A ⊂ Kn un borélien.
Pour ϵ > 0, on pose Aϵ = {x ∈ X̂ : d(x,A) > ϵ} et fϵ(x) = d(x,Aϵ)

d(x,A)+d(x,Aϵ)
.

Alors, ∀x ∈ X̂, fϵ(x)→ϵ→0 χA(x).
φn(fϵ)→ φn(χA) = µn(A) = µn+1(A). On pose alors µ(A) = limn µn(A ∩Kn).
µ est bien finie sur les compacts. Soit f ∈ Cc(G) telle que supp(f) ⊂ Kn.
Alors fnf = f sur supp(f) donc φ(f) = φn(f) =

∫
fdµn. Mais

∫
fdµn =

∫
fdµn+1 donc φ(f) =

∫
fdµn =∫

fdµ.
Il reste à montrer l’unicité. Soient µ, ν deux mesures verifiant les conclusions de l’énoncé. µ, ν sont des mesures
de Radon sur un espace métrique localement compact et séparable donc elles sont régulières.
Soient Ω un ouvert de X d’adhérence compacte et K un compact de X inclus dans Ω.
Pour n ≥ 1, on pose Ωn = {x ∈ X : d(x,K) < 1/n} ∩ Ω. On a alors ∩n≥1Ωn = K et µ(Ωn) ≤ µ(Ω̄) < +∞
donc µ(Ωn \K)→n 0.

On pose maintenant fn(x) =
d(x,Ωcn)

d(x,Ωcn)+d(x,K) avec n ≥ 1. Les fn vérifient fn(x) ∈ [0, 1] et K ⊂ supp(f) ⊂ Ωn
donc :χK ≤ fn ≤ χΩn .
On a donc µ(K) ⊂ φ(fn) ≤ µ(Ωn) soit 0 ≤ φ(fn)−µ(K) ≤ µ(Ωn \K)→n 0. Donc φ(fn)→n µ(K). On peut
faire de même avec ν et on obtient ainsi que µ(K) = ν(K) donc par régularité intérieure, µ = ν



Chapitre 6

Groupes localement compacts

6.1 Groupes topologiques

Dans toute cette partie, tous les groupes topologiques considérés sont supposés métrisables.

Définition 6.1
Un groupe topologique est un groupe G muni d’une topologie telle que (g, h)→ gh et g → g−1 soient continues.

Définition 6.2
Si G est un groupe topologique, on note 1 son élément neutre et pour A,B ⊂ G, g ∈ G, on définit :
Ag = {ag : a ∈ A}, gA = {ga : a ∈ A}, A−1 = {a−1 : a ∈ A}, AB = {ab : a ∈ A, b ∈ B}.
On dit que A est symétrique si A = A−1.

Remarque 6.3
On remarque que A ∩B = ∅ ⇐⇒ 1 /∈ A−1B.

Proposition 6.4
Soit G un groupe topologique.
i) Si U est un ouvert de G, alors pour tout g ∈ G,A ⊂ G, gU,Ug, U−1, AU,UA sont ouverts dans G.
ii) Pour tout voisinage U de 1 il existe un voisinage symétrique V de 1 tel que V V ⊂ U .
iii) Si H est un sous-groupe de G, alors H aussi.
iv) Tout sous-groupe ouvert est fermé.
v) Si A et B sont compacts dans G, alors AB est compact dans G.

Preuve. Soient x ∈ G,A ⊂ G.
L’appliation G→ G : y 7→ xy est un homéomorphisme de G dans G donc xU est un ouvert de G. De même
pour Ux,U−1.
AU = ∪x∈GxU donc AU est un ouvert de G. De même pour UA
ii) Soit U un voisinage de 1.
Par continuité de (x, y)→ xy pour tout voisinage de 1, il existe V1, V2 des voisinages de 1 tels que ∀(x, y) ∈
V1 × V2, xy ∈ U donc V1V2 ⊂ U . On pose V = V1 ∩ V2 ∩ V −1

1 ∩ V −1
2

iii) Soit H ≤ G.
H̄ ⊂ G et 1 ∈ H̄.
Soient x, y ∈ H̄.
∃(xn), (yn) ∈ GN : xn → x, yn → y. Par continuité de (x, y)→ xy et x→ x−1, xnyn → xy et x−1

n → x−1

iv) Soit H ≤ G ouvert.
G \H = ∪g ̸=1gH donc c’est un ouvert.
v) AB est l’image directe de A×B compacte par l’application continue (g, h)→ gh donc est compact.

Proposition 6.5
Soient G un groupe topologique et H ≤ G.
On munit G/H de la topologie quotient.
i) Si H est fermé, alors G/H est séparé.
ii) Si G est localement compact, alors G/H aussi.
iii) Si H est distingué, alors G/H est un groupe topologique.

Remarque 6.6
Il est donc préférable de quotienter par des sous-groupes distingué et fermé afin d’obtenir une structure de
groupe sur le quotient muni d’une topologie séparé.

27
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Preuve. i) On suppose H fermé.
Soient x̄ = π(x), ȳ = π(y) deux points distincts de G/H.
Alors xHy−1 est un fermé de G ne contenant pas 1 donc il existe V un voisinage symétrique de 1 tel que
V V ∩ xHy−1 = ∅. Montrons que π(V x) et π(V y) sont des voisinages distincts de x̄ et ȳ.
Par l’absurde, on suppose que π(V x) ∩ π(V y) ̸= ∅.
Soit π(z) ∈ π(V x) ∩ π(V y).
Alors z ∈ V xH ∩ V yH donc ∃v1, v2 ∈ V, h1, h2 ∈ H tels que z = v1xh1 = v2yh2. Donc v−1

1 v2 = xh1h
−1
2 y−1

ce qui est absurde car V V ∩ xHy−1 = ∅.
ii) Si U est un voisinage compact de 1 dans G, alors π(Ux) est un voisnage compact de π(x) dans G/H.
iii) On suppose que H est distingué.
Soient x, y ∈ G et U un voisnage de π(xy) dans G/H.
Par continuité de la multiplication dans G, il existe V,W des voisinages de x, y tels que VW ⊂ π−1(U). Ainsi,
π(V ) et π(W ) sont des voisinages de π(x) et π(y) tels que π(V )π(W ) ⊂ U . Donc la multiplication dans G/H
est continue. De même pour l’inversion.

Théorème 6.7 (Birkhoff-Kakutani)
Soit G un groupe topologique
G est métrisable si et seulement si G est séparé et à base dénombrable de voisinages.
Dans ce cas, G admet une distance invariante à droite.

Preuve. Si G est métrisable, alors G est séparé et à base dénombrable de voisinages donc il suffit de montrer
le sens réciproque.
Soit (Un) une base dénombrables de voisinages de 1G.
On peut supposer que U0 = G et que les Un sont ouverts. G est séparé donc ∩nUn = {1} : on suppose qu’il
existe x ̸= 1 ∈ ∩nUn, alors on peut trouver U,V deux ouverts tels que 1 ∈ U, x ∈ V,U ∩ V = ∅. Mais (Un)
est une base de voisinages de 1 donc il existe n ∈ N tel que Un ⊂ U : absurde car x ∈ Un ⊂ U, x ∈ V et
U ∩ V = ∅.
On définit (Vn) une suite de voisinages ouverts de 1G tels que :
i) V0 ⊂ G,Vn+1 ⊂ Vn
ii) Vn = V −1

n

iii) V 3
n+1 ⊂ Vn

iv) Vn ⊂ Un
Par récurrence, on suppose que Vn ⊂ Un ∩ Vn−1 et Vn = V −1

n . Par continuité de la multiplication, il existe
W1,W2,W3 des voisinages ouverts de 1G tels que W1 ·W2 ·W3 ⊂ Vn, alors W1,W2,W3 ⊂ Vn. Par continuité
de l’inversion W−1

1 ,W−1
2 ,W−1

3 sont des voisinages ouverts de 1G. On pose Vn+1 = Un+1 ∩ U−1
n+1 ∩ W1 ∩

W−1
1 ∩W2 ∩W−1

2 ∩W3 ∩W−1
3 . Vn+1 est un voisinage ouvert de 1G et on a toujours i, ii), iii), iv). Par iv) :

∩nVn = {1G}.
Pour h, k ∈ G, on pose ρ(h, k) = inf{2−n : h−1k ∈ Vn}. Alors ρ vérifie :
1) ρ(h, k) ≥ 0 et ρ(h, k) = 0 si et seulement si h = k
2) ρ(h, k) = ρ(k, h)
3) ∀ϵ > 0, ρ(g0, g1), ρ(g1, g2), ρ(g2, g3) ≤ ϵ =⇒ ρ(g0, g3) ≤ 2ϵ

On pose d(h, k) = inf{
∑l
i=0 ρ(gi, gi+1) : g0 = h, gl+1 = k, g1, ..., gl ∈ G, l ∈ N}

d(h, k) ≥ 0 et d(h, h) = 0, d(h, k) = d(k, h) et d(h, k) ≤ d(h, g) + d(g, k)

Pour h, k ∈ G, on montre par récurrence que
∑l
i=0 ρ(gi, gi+1) ≥ 1

2ρ(g0, gl+1) :
Si l ≤ 2 : le résultat est vrai par 3).
Si l ≥ 3 :

On suppose que ∀l′ < l,
∑l′

i=0 ρ(gi, gi+1) ≥ 1
2ρ(g0, gi+1) et on pose S =

∑l
i=0 ρ(gi, gi+1).

Cas 1 : ρ(g0, g1) ≥ 1
2S

ρ(g1, gl+1) ≤ 2(S − ρ(g0, g1)) par hypothèse de récurrence. Donc ρ(g1, gl+1) ≤ S. Par 3), ρ(g0, gl+1) ≤ 2S
donc S ≥ 1

2ρ(g0, gl+1).
Cas 2 : ρ(gl, gl+1) ≥ 1

2S (même raisonnement).
Cas 3 : ρ(g0, g1), ρ(gl, gl+1) <

1
2S :

On considère m le plus grand entier tel que
∑m−1
i=0 ρ(gi, gi+1) ≤ 1

2S (1 ≤ m < l). Par hypothèse de récurrence,

ρ(g0, gm) ≤ 2
∑m−1
i=0 ρ(gi, gi+1) ≤ S.

∑m
i=0 ρ(gi, gi+1) >

1
2S donc ρ(g0, gl+1) ≤ 2S.

Donc d est une distance et d(h, k) ≥ 1
2ρ(h, k), d est invariante à gauche car ρ l’est. Montrons que la topologie

induite par d est la topologie de G.
Soient U un ouvert de G et g ∈ G
Il existe n ∈ N tekl que gVn ⊂ U .
Soit h ∈ B(g, 2−n−1).
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d(h, g) < 2−n−1 donc ρ(h, g) ≤ 2d(h, g) < 2−n : g−1h ∈ Vn. Donc h ∈ gVn ⊂ U , U est un ouvert pour la
topologie induite par d.
Soient U un ouvert pour la topologie induite par d et g ∈ U .
∃n ∈ N : B(g, 2−n) ⊂ U . Soit h ∈ gVn+1.
ρ(g, h) ≤ 2−n−1 donc d(g, h) ≤ ρ(g, h) ≤ 2−n−1 < 2−n. Donc h ∈ u puis gVn+1 ⊂ U . U est un ouvert de
G.

Proposition 6.8
Soient G un groupe topologique séparable, métrisable avec une distance d invariante à droite et H un sous-
groupe de G.
On pose d∗(g1H, g2H) = inf{d(k1, k2) : k1 ∈ g1H, k2 ∈ g2H}.
d∗ est une distance compatible avec la topologie de G/H.

Preuve. Montrons que d∗ est une distance.
d∗(g1H, g2H) = d∗(g2H, g1H) et d∗(g1H, g2H) ≤ d∗(g1H, g3H) + d∗(g3H, g2H) car d est une distance.
Soient g1H ̸= g2H.
On suppose que d∗(g1H, g2H) = 0. Donc il existe (h1,n, h2,n) ∈ HN telles que d(g1h1,n, g2h2,n)→n 0.
Donc d(1G, g2h2,nh

−1
1,ng

−1
1 ) →n 0 soit d(1G, g2hng

−1
1 ) →n 0 avec hn = h2,nh

−1
1,n. g2hng

−1
1 →n 1G donc

hn → g1g
−1
2 . H est fermé donc g1g

−1
2 ∈ H puis g1 ∈ g2H donc g1H = g2H.

Montrons que G/H est à base dénombrable de voisinages.
Soient gH ∈ G/H et (Vn)n une base dénombrable de voisinages de g.
Alors (πH(Vn))n est une base de voisinages dénombrable de gH. On peut donc utiliser la caractérisation
séquentielle des fermés : A ⊂ G/H est fermé si et seulement si pour toute suite (gnH) ∈ AN qui converge
pour d∗ vers gH ∈ G/H, gH ∈ A.
Soient A un fermé pour la topologie de G/H et (gnH) ∈ AN une suite qui converge vers gH ∈ G/H pour
d∗. Donc ∀k ∈ N,∃nk ∈ N : d∗(gnkH, gH) < 2−k. Or d∗(gnkH, gH) = inf{d(x1, x2) : x1 ∈ gnkH,x2 ∈ gH}.
Donc par invariance de d, il existe hk ∈ H tel que d(kkgnk , g) < 2−k. Donc g est un point d’accumulation de
π−1
H (A). A étant fermé dans G/H, π−1

H (A) est fermé dans G donc g ∈ π−1
H (A) soit πH(g) = gH ∈ A. Donc A

est fermé pour la topologie induite par d∗.
Soit A un fermé pour la topologie induite par d∗. Soit (gn) ∈ π−1

H (A)N telle que gn →n g :d∗(gnH, gH)→n 0
et gnH ∈ A donc gH ∈ A soit g ∈ π−1

H (A).

Définition 6.9
Soient G un groupe topologique, f une fonction définie sur G.
On définit Lyf : x→ f(y−1x) et Ryf : x→ f(xy).

Remarque 6.10
En définissant Lyf de cette forme, Lyz = LyLz.
De même Ryz = RyRz.

Définition 6.11
On dit que f est continue uniformément à gauche lorsque ∥Lyf − f∥∞ →y→1 0 et à droite lorsque ∥Ryf −
f∥∞ →y→1 0.

Proposition 6.12
Si G est localement compact et f ∈ Cc(G), alors f est continue uniformément à gauche et à droite.

Preuve. Cas de Ryf :
Soient f ∈ Cc(G), ϵ > 0,K = supp f .
Pour tout x ∈ K, il existe Ux un voisinage de 1 tel que ∀y ∈ Ux, |f(xy) − f(x)| < ϵ et il existe aussi Vx
un voisinage symétrique de 1 tel que VxVx ⊂ Ux. (XVx)x∈K forme un recouvrement ouvert de K qui est
compact donc il existe x1..., xn ∈ K tels que K ⊂ ∪nj=1xjVxj . On pose V = ∩nj=1Vxj , V est un voisinage de
1. Montrons que ∀y ∈ V, ∥Ryf − f∥∞ < 2ϵ.
Soit y ∈ V . Si x ∈ K, alors il existe j ∈ [|1, n|] tel que x ∈ xjVxj donc x−1

j x ∈ Vxj . Donc xy = x−1
j xjxy ∈

xjUxj et on a alors |f(xy)− f(x)| ≤ |f(xy)− f(xj)|+ |f(x)− f(xj)| < 2ϵ
Si xy ∈ K, alors il existe j ∈ [|1, n|] tel que xy ∈ xjVxj donc |f(xy)− f(x)| < 2ϵ.
Si x, xy /∈ K, f(x) = f(xy) = 0.
Donc ∀y ∈ V, ∥Ryf − f∥∞ < 2ϵ et f est uniformément continue à droite.
De même à gauche.



30 CHAPITRE 6. GROUPES LOCALEMENT COMPACTS

6.2 Nombres p-adique

6.2.1 Définition et propriétés

Définition 6.13
Soit p un nombre premier.
Pour r ∈ Q∗, on pose |r|p = p−m avec r = pmq,m ∈ Z, q ∈ Q tel que p ne divise pas le numérateur et le
dénominateur de q et |0|p = 0.

Proposition 6.14
| · |p vérifie |r1 + r2|p ≤ max(|r1|p, |r2|p) donc dp : (r1, r2) ∈ Q2 → |r1 − r2|p définit une distance sur Q.

Preuve. Soient r1, r2 ∈ Q tels que r1 = pm1q1 et r2 = p−m2q2. Supposons d’abord m1 ≤ m2.
r1 + r2 = pm1q1 + pm2q2 = pm1(q1 + pm2−m1q2).
Donc |r1 + r2|p = p−m1 .
Si m2 ≤ m1, alors |r1 + r2|p = p−m2 .
Donc |r1 + r2|p ≤ max{|r1|p, |r2|p}.
Montrons que dp définit bien une distance sur Q.
dp(r1, r2) ≥ 0 et si dp(r1, r2) = |r1 − r2|p = 0, alors r1 = r2.
dp(r1, r2) = dp(r2, r1).
Par ce qui précède, dp vérifie l’inégalité trianguaire.

Proposition 6.15
+ : Q2 → Q : (x, y) 7→ x+ y est uniformément continue pour la topologie p-adique.
× : Q2 → Q : (x, y) 7→ x× y et i : Q∗ → Q∗ : x 7→ x−1 sont uniformément continue sur les compacts pour la
topologie p-adique.

Preuve. Soit ϵ > 0.
On pose δ = ϵ/2 et on considère (x, y), (x′, y′) ∈ Q2 tels que max{|x−x′|p, |y− y′|p} ≤ δ. Alors |x+ y− (x′+
y′)|p ≤ |x − x′|p + |y − y′|p ≤ 2δ ≤ ϵ. Donc l’addition est uniformément continue sur Q2 pour la topologie
p-adique.
Soit K un compact de Q2 bornée par M : ∀(x, y) ∈ K,max{|x|p, |y|p} ≤M . On pose δ = ϵ

2M et on considère
(x, y), (x′, y′) ∈ K tels que max{|x− x′|p, |y − y′|p} ≤ δ.
Alors |xy−x′y′|p = |(x−x′)y+(y−y′)x|p ≤ δ(|x′|p+|y|p) ≤ 2δM ≤ ϵ. Donc la multiplication est uniformément
continue sur tout compact de Q2.
Soit K un compact de Q∗ tel que ∀x ∈ K,m ≤ |x|p ≤ M . On pose maintenant δ = m2ϵ et on considère
x, x′ ∈ K tels que |x− x′|p ≤ δ.
Alors | 1x −

1
x′ |p = |x−x′|p

|x|p|x′|p ≤
δ
m2 ≤ ϵ. Donc l’inversion est uniformément continue sur tout compact de Q∗.

Définition 6.16
On définit alors Qp comme le complété de (Q, dp).

Proposition 6.17
Qp est un corps.

Preuve. L’application + : Q2 → Q : (x, y) 7→ x+ y est uniformément continue pour la topologie p-adique et
(Q, | · |p) est dense dans Qp qui est complet. On peut donc prolonger l’addition en une application continue
sur Qp pour la topologie p-adique.
Soit K un compact de Q.
L’application × : Q2 → Q : (x, y) 7→ x×y est uniformément continue surK à valeurs dans un compact (image
directe deK compact par l’application continue ×) donc complet. On peut donc prolonger la multiplication en
une application continue sur tout compact de Qp. La continuité étant une propriété locale, la multiplication
est contine sur tout Qp pour la topologie p-adique. De même pour l’inversion.
Par passage à la limite, on vérifie que (Qp,+,×) vérifie les axiomes de corps.

Proposition 6.18
Si m ∈ Z et cj ∈ [|0, p− 1|], alors

∑
j≥m cjp

j converge dans Qp.
De plus, tout nombre p-adique s’écrit de manière unique comme la somme d’une telle série, donc Qp =
{
∑
j≥m cjp

j : m ∈ Z, cj ∈ [|0, p− 1|]}.

Preuve. ∀N ≤M, |
∑
j≥N cjp

j −
∑
j≥M cjp

j |p = |
∑M−1
j=N cjp

j |p →n 0 donc la suite des sommes partielles est

de Cauchy dans Qp qui est complet. Donc
∑
j≥m cjp

j converge dans Qp.
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On pose K = {
∑
j≥m cjp

j : m ∈ Z, cj ∈ [|0, p− 1|]} et on définit l’addition sur K terme à terme en gardant
chaque coefficient dans [|0, p− 1|]. Exemple : (1 + 2p) + ((p− 1) + (p− 4)p) = (p− 1)p.
De même pour la multiplication. (K,+,×) forme ainsi un corps.
Montrons que K = {

∑
j≥m cjp

j : m ∈ Z, cj ∈ [|0, p− 1|]} est complet, ainsi, on aura que K = Qp.

Soit (xn) ∈ KN une suite de Cauchy avec xn =
∑
j c
n
j p
j .

Alors ∀k ∈ N,∃N ∈ N/∀n1, n2 > N, |xn1 − xn2 |p < p−k. Donc ∀j ≤ k, cn1
j = cn2

j . Donc à partir d’un certain
rang N , les coefficients à j fixés sont constant. On pose alors pour j ∈ N : cj = limn c

n
j . (xn) converge vers∑

j cjp
j .

Proposition 6.19
Soient r > 0, x ∈ Qp.
i) B̄(x, r) est ouverte.
ii) Tout point de B̄(x, r) en est un centre.
iii) Si B̄(x, r) ∩ B̄(x′, r′) ̸= ∅, alors B̄(x, r) ⊂ B̄(x′, r′) ou B̄(x′, r′) ⊂ B̄(x, r).
Preuve. i) La norme | · |p ne prend que les valeurs pk, k ∈ Z et 0 donc ∃ϵ > 0 tel que |x − y|p ≤ r ⇐⇒
|x− y|p < r + ϵ. Donc B(x, r) qui est fermé est aussi ouverte.
ii) Si |x− y|p ≤ r et |y− z|p ≤ r, alors |x− z|p ≤ r par l’inégalité triangulaire ultramétrique. Donc tout point
de la boule en est un centre.
iii) On suppose que B̄(x, r) ∩ B̄(x′, r′) ̸= ∅ et r ≤ r′
Soient y ∈ B̄(x, r) et z ∈ B̄(x, r) ∩ B̄(x′, r′)
|x− y| ≤ r, |x− z|p ≤ r, |x′− z|p ≤ r′ donc |x′− y| = |x′− z+ z− y| ≤ max{r′, r} = r′ donc y ∈ B̄(x′, r′).

Définition 6.20
On définit l’anneau des entiers p-adiques noté Zp comme étant la boule unité fermée dans Qp : Zp = B̄(0, 1).
Proposition 6.21
i) Zp = {

∑
j≥0 cjp

j : cj ∈ [|0, p− 1|]} ∼= [|0, p− 1|]N.
ii) Zp est compact. iii) Zp est le complété de Z pour la distance p-adique.

Preuve. i) Si x =
∑
j≥0 cjp

j , alors x ∈ B̄(0, 1).
Soit x ∈ B̄(0, 1).
d(x, 0) ≤ 1 or d(x, 0) = |x|p = p−m en écrivant x = pmq donc p−m ≤ 1. On peut alors écrire x =

∑
j≥m cjp

j .

Si m < 0, alors |x|p = p−m > 1 ce qui est absurde. Donc m ≥ 0.
ii) D’après i), Zp = [|0, p− 1|]N donc Zp est compact en tant que produit de compacts.
iii) Z ⊂ Zp et Zp est complet.
Soit x ∈ Zp, x =

∑
j≥0 cjp

j .

Pour n ∈ N, on pose xn =
∑n
j=0 cjp

j . Alors xn ∈ Z et xn → x pour la valeur absolue p-adique car

|x− xn|p = |
∑
j≥n+1 cjp

j |p ≤ p−(n+1).

Proposition 6.22
pZp = B̄(0, 1/p) est un sous-groupe de Zp et Zp = B(0, 1) est l’union disjointe de p boules de rayon p−1.

Preuve. B̄(0, 1/p) ⊂ pZp. Si x = py avec y ∈ Zp, alors x =
∑
j≥1 cjp

j donc |x|p ≤ 1/p. D’ou pZp = B̄(0, 1/p).
De plus, B(0, 1/p) est un sous-groupe de Zp car B(0, 1/p) ⊂ Zp et ∀x, y ∈ Zp, |x−y|p ≤ max{|x|p, |y|p} ≤ 1/p.
Donc pZp = B̄(0, 1/p) est un sous-groupe de Zp.
On pose ϵ : Zp → Z/pZ la réduction mod p : ϵ(

∑
i≥0 aip

i) = a0.
ϵ est un morphisme de groupes surjectif et ker(ϵ) = pZp donc Zp/pZp ∼= Z/pZ.

Donc Zp = ⊔p−1
k=0(xk + pZp) = ⊔p−1

k=0B(xk, 1/p).

Proposition 6.23
(Qp,+) et (Qp \ {0},×) sont localements compacts.

Preuve. Zp est compact donc toute boule est compacte. On obtient donc que Qp est localement compact.

6.2.2 Limite inverse

On peut voir les entiers p-adiques d’une manière différente :
Pour n ∈ N, on pose Gn = Z/pn+1Z et pour fn : Gn → Gn−1 morphisme canonique. Alors fn est surjective.
On pose ϵn : Zp → Z/pnZ la réduction modulo pn. Pour x =

∑
i≥0 aip

i ∈ Zp, on a alors ϵn(x) =
∑

0≤i<n aip
i

donc ϵn(x)→n x. On aimerait donc dire que ”Z/pnZ converge vers Zp. On peut aussi le voir sur le diagramme
commutatif suivant :
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Z/pn+1Z

Zp Z/pnZ

fn

ϵn

ϵn+1

Définition 6.24
On appelle limite inverse de (Gn, fn) et on note lim←−Z/pnZ l’ensemble G = {(xn)n : ∀n ∈ N, xn = fn(xn+1)}.

Proposition 6.25
La fonction Zp → lim←−Z/pnZ qui a tout nombre p-adique x =

∑
i≥0 aip

i associe la suite (xn)n≥1 avec

xn =
∑
i<n aip

i est un homéomorphisme.

Preuve. x1 = a0, x2 = a0+a1p, ..., xn = a0+a1p+ ...+an−1p
n−1 donc a0 = x1, a1 = x2−x1

p , ..., an = xn−xn−1

pn .
Ainsi la fonction donnée est une bijection. Mais elle est continue et définie sur un compact donc c’est un
homéomorphisme.

Proposition 6.26
Qp = Frac(Zp).

Preuve. Qp = {
∑+∞
j=m cjp

j : m ∈ Z, cj ∈ [|0, p − 1|]} et Zp = {
∑+∞
j=m cjp

j : m ∈ N, cj ∈ [|0, p − 1|]. Si
x =

∑+∞
j=m cjp

j avec m < 0, alors on écrit x = pm
∑+∞
j=0 cj+mp

j = pmy avec y ∈ Zp et p−m ∈ Z×
p . D’ou le

résultat.

6.3 Mesure de Haar

Dans cette partie, on supposera que les groupes topologiques sont métrisables et séparables. Dans ce contexte,
les mesures de Borel sont des mesures de Radon et elles sont régulières. Nous allons généraliser ce qu’on connâıt
sur la mesure de Lebesgue aux groupes localements compacts.

6.3.1 Définitions et propriétés

Définition 6.27
Pour G un groupe localement compact, on pose C+

c (G = {f ∈ Cc(G) : f ≥ 0, f ̸= 0}.

Remarque 6.28
Les parties positive et négative d’une fonction continues sont continues donc Vect(C+

c (G)) = Cc(G).

Définition 6.29
Une mesure de Haar à gauche sur G est une mesure de Radon vérifiant : ∀g ∈ G,∀B ∈ B(G), µ(gB) = µ(B).
Une mesure de Haar à droite sur G est une mesure de Radon vérifiant : ∀g ∈ G,∀B ∈ B(G), µ(Bg) = µ(B).

Dans cette partie on considère les mesures de Haar à gauche par défaut.

Définition 6.30
Soient G un groupe localement compact et µ une mesure de Radon sur G.
On définit µ̃ par µ̃(B) = µ(B−1).
i) µ est une mesure de Haar à gauche si et seulement si µ̃ est une mesure de Haar à droite.
ii) µ est une mesure de Haar à gauche si et seulement si ∀f ∈ C+

c (G),∀y ∈ G,
∫
Lyfdµ =

∫
fdµ.

Preuve. i) Si µ est une mesure de Haar à gauche, alors ∀x ∈ G,∀B ∈ B(G), µ̃(Bx) = µ((Bx)−1) =
µ(x−1B−1) = µ(B−1) = µ̃(B) donc µ̃ est une mesure de Haar à droite. De même dans l’autre sens.
ii) On note µy la mesure sur G telle que µy(E) = µ(yE). Si µ est une mesure de Haar à gauche, alors µ = µy
donc

∫
Lyfdµ =

∫
fdµy =

∫
fdµ pour f ∈ C+

c (G) et y ∈ G.
Réciproquement, si ∀f ∈ C+

c (G), y ∈ G,
∫
Lyfdµ =

∫
fdµy, alors c’est aussi vraie pour toute fonction

f ∈ Cc(G) et par l’unicité dans le théorème de Riesz, µ = µy donc µ est une mesure de Haar à gauche.

6.3.2 Existence et (presque) unicité

Pour montrer l’existence de la mesure de Haar, on va chercher à construire une forme linéaire sur Cc(G) pour
appliquer le théorème 5.21. La meure de Haar sera la mesure associée à cette forme linéaire par le théorème
5.21.
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Définition 6.31
Pour f, ϕ ∈ C+

c (g), on pose (f : ϕ) = inf{
∑n
j=1 cj : cj ≥ 0/∃x1, ..., xn ∈ G tels que f ≤

∑n
j=1 cjLxjϕ}.

Remarque 6.32
Montrons que cette borne inférieure est bien définie.
On pose U = {x ∈ G : ϕ(x) > 1

2∥ϕ∥∞}. Alors (xU)x∈G forme un recouvrement ouvert de supp f qui est

compact donc il existe x1, ...xN ∈ G tels que supp f ⊂ ∪Nj=1xjU . Pour j ∈ [|1, N |], on pose cj = 2 ∥f∥∞
∥ϕ∥∞

.

Soient x ∈ supp f et j ∈ [|1, n|] tel que x ∈ xjU .
Alors Lxjϕ(x) = ϕ(x−1

j x) > 1
2∥ϕ∥∞ donc cjLxjϕ(x) > ∥f∥∞ et f(x) ≤

∑n
j=1 cjLxjϕ(x). Ainsi la borne

inférieure est bien définie et (f : ϕ) ≤ 2N ∥f∥∞
∥ϕ∥∞

.

Proposition 6.33
Pour f, g, ϕ ∈ C+

c (G), on a :
1) ∀y ∈ G, (f : ϕ) = (Lyf : ϕ)
2) (f + g : ϕ) ≤ (f : ϕ) + (g : ϕ)
3) ∀c > 0, (cf : ϕ) = c(f : ϕ)
4) Si f ≤ g, alors (f : ϕ) ≤ (g : ϕ)
5) ∥f∥∞/∥ϕ∥∞ ≤ (f : ϕ)
6) ∀ψ ∈ C+

c (G), (f : ϕ) ≤ (f : ψ)(ψ : ϕ)

Preuve. 1) Soit y ∈ G.
Si f ≤

∑n
j=1 cjLxjϕ, alors en posant yj = yxj pour j ∈ [|1, n|], on a Lyf ≤

∑n
j=1 cjLyjϕ donc (Lyf : ϕ) ≤∑n

j=1 cj puis (Lyf : ϕ) ≤ (f : ϕ). De même dans l’autre sens. 2) Si f ≤
∑n
j=1 cjLxjϕ et g ≤

∑m
j=1 djLyjϕ,

alors f + g ≤
∑n
j=1 cjLxjϕ +

∑m
j=1 djLyjϕ donc (f + g : ϕ) ≤

∑n
j=1 cj +

∑m
j=1 dj . Enfin (f + g : ϕ) ≤ (f :

ϕ) + (g : ϕ).
3) Soit c > 0.
Si f ≤

∑n
j=1 cjLxjϕ, alors cf ≤

∑n
j=1 ccjLxjϕ donc (cf : ϕ) ≤ c

∑n
j=1 cj puis (cf : ϕ) ≤ c(f : ϕ). De même

dans l’autre sens.
4) Si f ≤ g et g ≤

∑n
j=1 cjLxjϕ, alors f ≤

∑n
j=1 cjLxjϕ donc (f : ϕ) ≤ (g : ϕ)

5) Si f ≤
∑n
j=1 cjLxjϕ, alors ∥f∥∞ ≤

∑n
j=1 cjLxjϕ ≤

∑n
j=1 cj∥ϕ∥∞. Donc ∥f∥∞

∥ϕ∥∞
≤

∑n
j=1 cj puis ∥f∥∞

∥ϕ∥∞
≤

(f : ϕ).
6) Soit ψ ∈ C+

c (G).
Si f ≤

∑
i ciLxiψ et ψ ≤

∑
j bjLyjϕ, alors f ≤

∑
i ci

∑
j bjLxiyjϕ donc (f : ϕ) ≤

∑
i ci

∑
j bj . Donc

(f : ϕ) ≤ (f : ψ)(ψ : ϕ).

Lemme 6.34
Soient f1, f2 ∈ C+

c (G) et ϵ > 0.
Il existe un voisinage V de 1 dans G tel que (f1 : ϕ) + (f2 : ϕ) ≤ (f1 + f2 : ϕ) + ϵ avec ϕ ∈ C+

c (G) telle que
supp(ϕ) ⊂ V .

Preuve. Soient g ∈ C+
c (G) telle que g = 1 sur supp(f1 + f2) et δ > 0 à déterminer.

On pose h = f1 + f2 + δg et hi = fi/h pour i ∈ {1, 2}. h1, h2 ∈ C+
c (G) donc sont uniformément continues à

droite et à gauche donc il existe V un voisinage de 1 tel que si y ∈ G avec y−1x ∈ G, |hi(x)− hi(y)| < δ.
On suppose que ϕ ∈ C+

c (G) et supp(ϕ) ⊂ V . Si h ≤
∑
j cjLxjϕ, alors :

fi(x) = h(x)fi(x) ≤
∑
j cjϕ(x

−1
j x)hi(x) ≤

∑
j cjϕ(x

−1
j x)(hi(xj) + δ) car lorsque x−1

j x ∈ supp(f), alors
|hi(x)− hi(xj)| < δ. Et comme h1 + h2 ≤ 1, on a :
(f1 : ϕ) + (f2 : ϕ) ≤

∑
cj(h1(xj) + δ) +

∑
cj(h2(xj) + δ) ≤

∑
cj(1 + 2δ)

Donc (f1 : ϕ) + (f2 : ϕ) ≤ (1 + 2δ)(h : ϕ) ≤ (1 + 2δ)((f1 + f2 : ϕ) + δ(g : ϕ)). On prend δ > 0 tel que
δ((g : ϕ) + 2(f1 + f2 : ϕ) + 2δ(g : ϕ)) < ϵ et on a alors : (f1 : ϕ) + (f2 : ϕ) ≤ (f1 + f2 : ϕ) + ϵ.

On a presque une forme linéaire positive invariante par translations à gauche. Un argument de compacité
permettra d’obtenir exactement la forme linéaire recherchée.

Théorème 6.35
Tout groupe localement compact G admet une mesure de Haar λ.

Preuve. Soient f, ϕ ∈ C+
c (G).

Soit f0 ∈ C+
c (G).

On pose Iϕ(f) = (f :ϕ)
(f0:ϕ)

. D’après (1), (2), (3), (4), Iϕ est invariante à gauche, sous-additive, homogène de

degré 1 et monotone. D’après (6), Iϕ satisfait (f0 : f)−1 ≤ Iϕ(f) ≤ (f : f0). Pour f ∈ C+
c (G), on pose
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Xf = [(f0 : f)−1, (f : f0)] et X = Πf∈C+
c (G)Xf . Un élément de X est une fonction I : C+

c (G)→]0,+∞[ telle

que I(f) ∈ Xf . Donc ∀ϕ ∈ C+
c (G), Iϕ ∈ X. Chaque Xf est compact donc X est compact. Pour tout voisinage

V de 1 dans G, on pose K(V ) = {Iϕ : suppϕ ⊂ V }. Alors K(∩nj=1Vj) ⊂ ∩nj=1K(Vj) donc par compacité de
X, ∩VK(V ) ̸= ∅ donc il existe I ∈ ∩VK(V ).
Soient V un voisinage de 1 dans G et U un ouvert de X contenant I.
Alors K(V )∩U ̸= ∅ donc ∃ϕ ∈ C+

c (G) telle que Iϕ ∈ U . Or {Iϕ ∈ X : ∀j ∈ [|1, n|], |I(fj)−Iϕ(fj)| < ϵ} est un
ouvert élémentaire de X contenant I, donc on peut prendre U = {Iϕ ∈ X : ∀j ∈ [|1, n|], |I(fj)− Iϕ(fj)| < ϵ}.
Donc pour tout voisinage de 1, ∀ϵ > 0∀f1, ..., fn ∈ C+

c (G),∃ϕ ∈ C+
c (G), suppϕ ⊂ V : ∀j ∈ [|1, n|], |I(fj) −

Iϕ(fj)| < ϵ
Soient f, g ∈ C+

c (G) et ϵ > 0.
|I(Lyf) − I(f)| ≤ |I(Lyf) − Iϕ(Lyf)| + |I(f) − Iϕ(f)| ≤ 2ϵ donc I(Lyf) = I(f). De la même manière, on
montre que I(f + g) = I(f) + I(g) et ∀c > 0, I(cf) = cI(f).
Soit f ∈ Cc(G).
Alors on peut écrire f sous la forme f = f+ − f− avec f+, f− ∈ C+

c (G). Si f = g − h avec g, h ∈ C+
c (G),

alors f+ − f− = g − h donc f+ + h = g + f− puis I(f+) + I(h) = I(g) + I(f−).
On peut donc étendre I sur Cc(G) de la manière suivante I(f) = I(f+)− I(f−).
I est donc une forme linéaire positive sur Cc(G) qui commute avec les translations à gauche. Par le théorème
5.21, il existe une mesure borélienne λ finie sur les compacts et régulière telle que ∀f ∈ Cc(G), I(f) =

∫
fdλ.

De plus ∀f ∈ Cc(G), I(Lyf) = I(f) donc
∫
Lyfdλ =

∫
fdλ.λ est une mesure de Haar sur G.

Proposition 6.36
Soit λ une mesure de Haar sur G.
Pour tout ouvert non vide U de G λ(U) > 0 et ∀f ∈ C+

c (G),
∫
fdλ > 0.

Preuve. Soit U un ouvert non vide de G et on suppose que λ(U) = 0.
Alors ∀x ∈ G,λ(xU) = 0.
O tout compact K de G peut être recouvert par un nombre finis de translations de U donc λ(K) = 0, mais
par régularité intérieure de λ : λ(G) = 0 : absurde car λ ̸= 0.
Soit f ∈ C+

c (G).
On pose U = {x ∈ G : f(x) > 1

2∥f∥∞}. U est un ouvert de G et
∫
fdλ > 1

2∥f∥∞λ(U) > 0.

Théorème 6.37
Si λ, µ sont deux mesures de Haar sur G, alors il existe c > 0 tel que µ = cλ.

Preuve. D’après la proposition précédente : ∀f ∈ C+
c (G),

∫
fdµ > 0. Pour montrer le résultat, on peut alors

montrer que : ∀f, g ∈ C+
c (G),

∫
fdλ∫
fdµ

=
∫
gdλ∫
gdµ

.

Soient f, g ∈ C+
c (G) et V0 un voisinage symétrique compact de 1.

On pose A = supp(f)V0 ∪ V0 supp(f) et B = supp(g)V0 ∪ V0 supp(g). Alors A et B sont compacts ∀y ∈
V0, x 7→ f(xy)− f(yx) respectivement x 7→ g(xy)− g(yx) sont de support inclus dans A respectivement B.
Soit ϵ > 0.
Par la proposition 6.36, il existe V ⊂ V0 un voisinage symétrique de 1 tel que ∀x ∈ G, y ∈ V, |f(xy)−f(yx)| < ϵ
et |g(xy)− g(yx)| < ϵ.
Soit h ∈ C+

c (G) telle que h(x) = h(x−1) et supp(h) ⊂ V .
Alors par théorème de Fubini (toutes les fonctions sont continues à support compacts) :

∫
hdµ

∫
fdλ =

∫∫
h(y)f(x)dλ(x)dµ(y)

=

∫∫
h(y)f(yx)dλ(x)dµ(y)∫

hdλ

∫
fdµ =

∫∫
h(x)f(y)dλ(x)dµ(y)

=

∫∫
h(y−1x)f(y)dλ(x)dµ(y)

=

∫∫
h(x−1y)f(y)dλ(x)dµ(y)

=

∫∫
h(y)f(xy)dλ(x)dµ(y)

=

∫∫
h(y)f(xy)dλ(x)dµ(y)
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On a donc :

|
∫
hdλ

∫
fdµ−

∫
hdµ

∫
fdλ| = |

∫∫
G×G

h(y)(f(xy)− f(yx)dµ(y)dλ(x)|

= |
∫
A

∫
V

h(y)(f(xy)− f(yx))dµ(y)dλ(x)|

≤ ϵ|
∫
A

∫
V

h(y)dµ(y)dλ(x)|

≤ ϵλ(A)
∫
hdµ

De même : |
∫
hdλ

∫
gdµ −

∫
hdµ

∫
gdλ| ≤ ϵλ(B)

∫
hdµ Donc en divisant ces inégalités par

∫
hdµ

∫
fdµ et∫

hdµ
∫
gdµ, on obtient :

|
∫
hdλ∫
hdµ
−

∫
fdλ∫
fdµ
| ≤ ϵλ(A)∫

fµ
et |

∫
hdλ∫
hdµ
−

∫
gdλ∫
gdµ
| ≤ ϵ λ(B)∫

gdµ
.

Donc ∣∣∣∣ ∫ fdλ∫
fdµ

−
∫
gdλ∫
gdµ

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫ fdλ∫
dµ
−

∫
hdλ∫
hdµ
|+ |

∫
hdλ∫
hdµ

−
∫
gdλ∫
gdµ

∣∣∣∣
≤ ϵ

(
λ(A)∫
fdµ

+
λ(B)∫
gdµ

)
On a donc

∫
fdλ∫
fdµ

=
∫
gdλ∫
gdµ

.

6.3.3 Calculs de mesures de Haar

On sait déjà que la mesure de Lebesgue est une mesure de Haar sur R et en fixant que la mesure de [0, 1]
est 1 on assure l’unicité. Nous allons voir comment calculer concrètement une mesure de Haar sur un groupe
localement compact lorsque ce groupe est homéomorphe à un ouvert de Rn.

Proposition 6.38
On suppose que G est un ouvert de Rn et que ∀x ∈ G,∃A(x) ∈ L(Rn), b(x) ∈ Rn : ∀y ∈ G, xy = A(x)(y) +
b(x).
Alors en notant dx la mesure de Lebesgue sur Rn, |det(A(x))|−1dx est une mesure de Haar à gauche sur G.

Exemple 6.39
Voici quelques exemples de groupes qui vérifient ces hypothèses :
i) R∗.
ii) C∗.
iii) Les matrices triangulaires supérieures de coefficients diagonaux égaux à 1.
iv) GLn(R).
v) G = {x 7→ ax+ b : a > 0, b ∈ R}.

Preuve. On pose dλ = |det(A(x))|−1dx.
Commencons par montrer que ∀x, y ∈ G,A(xy) = A(x)A(y). Soient x, y, z ∈ G.
D’une part (xy)z = A(xy)(z) + b(xy).
D’autre part x(yz) = A(x)(yz) + b(x) = A(x)(A(y)(z) + b(y)) + b(x) = A(x)(A(y)(z)) +A(x)(b(y)) + b(x).
Donc avec z = 0, on obtient b(xy) = A(x)b(y) + b(x). Donc A(xy) = A(x)A(y).
Soit f ∈ C+

c (G).

∫
fdλ =

∫
f(x)|det(A(x))|−1dx

=

∫
f(y−1x)|det(A(y−1x))|−1|det(A(y−1))|dx

=

∫
Lyf(x)|det(A(y−1))|−1|det(A(x))|−1|det(A(y−1))|dx

=

∫
Lyfdλ
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Proposition 6.40
i) dx/|x| est une mesure de Haar sur le groupe mutliplicatif R \ {0}.
ii) dxdy/(x2 + y2) est une mesure de Haar sur le groupe multiplicatif C \ {0}.
iii) La mesure de Lebesgue Πi<jdαij sur R

n(n−1)/2 est une mesure de Haar à gauche et à droite sur le groupe
des matrices triangulaires supérieures de coefficients diagonaux égaux à 1.
iv) En notant dX la mesure de Lebesgue sur Rn2

, |det(X)|−ndX est une mesure de Haar à gauche et à
droite sur GLn(R).
v) dadb/a2 est une mesure de Haar à gauche sur le groupe G = {x 7→ ax+ b : a > 0, b ∈ R}.

Preuve. i) Soit x ∈ R \ {0}.
A(x) : y 7→ xy donc det(A(x)) = x.
ii) Soit x+ iy ∈ C \ {0}.
(x + iy)(x′ + iy′) = xx′ − yy′ + i(xy′ + x′y) donc A(x + iy) : x′ + iy′ 7→ xx′ − yy′ + i(xy′ + x′y) soit

A(x+ iy) =

(
x −y
y x

)
donc det(A(x)) = x2 + y2.

iii) On pose G = {(xij) : ∀i ≥ j, xij = δij}. Soient X,Y ∈ G.
∀i < j, (XY )ij =

∑n
k=1 xikykj =

∑j
k=i xikykj = yi,j + xi,i+1yi+1,j + ...+ xi,j−1yj−1,j + xi,j .

c12 = y12 +x12, c13 = y13 +x12y23 +x13, c14 = y14 +x12y24 +x13y34 +x14, ..., c1n = y1n+
∑n−1
k=2 x1kykn+x1n

c23 = y23 + x23, c24 = y24 + x23y34 + x24, ..., c2n = y2n +
∑n−1
k=3 x2kykn + x2n

...
cn−1,n = yn−1,n + xn−1,n

On écrit uniquement le cas n = 3 pour plus de lisibilité.
En écrivant les éléments de G sous la forme (y12, y13, y23), on obtient : (x12, x13, x23)(y12, y13, y23) = (y12, y13+
x12y23, y23) + (x12, x13, x23).

Donc A(X) =

1 0 0
0 1 x12
0 0 1

, det(A(X)) = 1.

iv) Soient X,Y ∈ GLn(R).
On note Y 1, ..., Y n les colonnes de y, donc Y =

(
Y 1 Y 2 ... Y n

)
. On a alorsXY =

(
XY 1 XY 2 ... XY n

)
.

Donc det(A(X)) = det(X)n.
v) G ∼= R∗

+ ×R. Soient (a, b), (a′, b′) ∈ G.

(a, b)(a′, b′) = (aa′, ab′ + b) donc A(a, b) =

(
a 0
0 a

)
. det(A(a, b)) = a2.

Voici un exemple différent ou la mesure de Haar ne se calcule pas grâce à la proposition 6.38.

Proposition 6.41
Soit p premier.
Z/pZ est un groupe topologique compact et λ = 1

p

∑p−1
k=0 δk est une mesure de Haar sur Z/pZ.

Preuve. G est un groupe discret (muni de la topologie discrète) fini donc compact. On peut réecrire λ sous
la forme suivante : ∀A ⊂ Z/pZ, λ(A) = card(A)/p. Soient A ⊂ Z/pZ, x ∈ Z/pZ.
λ(x+A) card(x+A) = card(A) = λ(A) donc λ est bien une mesure de Haar sur Z/pZ.

Remarque 6.42
Plus généralement, pour un groupe fini G muni de la topologie discrète, G est compacte et une mesure de
Haar sur G est la mesure de comptage normalisée.

Exemple 6.43
Soit λ la mesure de Haar sur Qp telle que λ(Zp) = 1.
Donc ∀x ∈ Qp, λ(B(x, 1)) = 1.
Si m > 0, alors B(x, pk) est une réunion disjointe de pm boules de rayons 1 et une boule de rayon 1 est union
disjointe de pm boules de rayons p−m. Donc λ(B(x, pm)) = pm. Maintenant qu’on connait la mesure d’une
boule, on peut en déduire la mesure de tout ouvert (car tout ouvert est une réunion de boules disjointes).

6.4 Fonction modulaire

Jusqu’a maintenant on a considéré des mesures de Haar à gauche, mais on peut aussi considérer des mesures
de Haar à droite. Le lien entre les deux se fait via la fonction modulaire.
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Proposition 6.44
Soient G un groupe localement compact et λ une mesure de Haar sur G.
Pour x ∈ G et E borélien de G, on pose λx(E) = λ(Ex).
Il existe ∆(x) > 0 indépendant de λ tel que λx = ∆(x)λ.

Preuve. λ, λx sont deux mesures de Haar sur G donc il existe ∆λ(x) > 0 tel que λx = ∆λ(x)λ. Si µ est une
mesure de Haar sur G, alors par théorème 6.37, il existe c > 0 tel que µ = cλ. Alors µx = cλx.
Donc :

µx = cλx

∆µ(x)µ = c∆λ(x)λ

∆µ(x) = ∆λ(x)

Définition 6.45
∆ : G→]0,+∞[ est appelé fonction modulaire sur G.

Proposition 6.46
∆ est un morphisme continu de G dans (R∗

+,×).
De plus : ∀f ∈ L1(G),

∫
Ryfdλ = ∆(y−1)

∫
fdλ.

Preuve. Soient x, y ∈ G et E un borélien de G.

∆(xy)λ(E) = λ(Exy)

= ∆(y)λ(Ex)

= ∆(x)∆(y)λ(E)

Donc ∆ est un morphisme de G dans R+
∗ .

Si f = χE :

∫
Ryfdλ =

∫
χE(xy)dλ(x)

=

∫
χEy−1(x)dλ(x)

= λ(Ey−1)

= ∆(y−1)

∫
fdλ

Le résultat est vraie pour les fonctions caractéristiques donc par linéarité, pour les fonctions étagées. Dans
le cas f ∈ L1(G), le résultat reste vraie en approximant f par une suite croissante de fonctions étagées.
Pour f ∈ C+

c (G), y 7→ Ryf est continue, y 7→
∫
Ryfdλ est continue. Donc ∆ est continue.

Définition 6.47
On dit que G est unimodulaire lorsque ∆ = 1.

Remarque 6.48
Les groupes abéliens et les groupes discrets sont unimodulaires.

Lemme 6.49
Le seul sous-groupe compact de (R∗

+,×) est {1}.

Preuve. Soit H un sous-groupe compact de R∗
+.

Si H contient un élément x > 1, alors ∀n ∈ N, xn ∈ H ce qui est absurde car xn → +∞.
Si H contient un élément x < 1, alors ∀n ∈ N, 1

xn ∈ H ce qui est absurde pour la même raison.
Donc H = {1}.

Proposition 6.50
Si K est un sous-groupe compact de G, alors ∆|K = 1.
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Preuve. Soit K un sous-groupe compact de G.
Alors ∆(K) est un sous-groupe compact de R+

∗ donc ∆(K) = {1}.

Corollaire 6.51
Si G est compact, alors G est unimodulaire.

Définition 6.52
On appelle groupe dérivé de G et on note [G,G] le sous-groupe engendré par {[x, y] = xyx−1y−1 : x, y ∈ G}.

Proposition 6.53
Le groupe dérivé de G est un sous-groupe distingué de G.

Preuve. Soient x, y ∈ G.
∀g ∈ G, g[x, y]g−1 = gxyx−1y−1g−1 = gxg−1gyg−1gx−1g−1gyg−1 = [gxg−1, gyg−1]
Donc ∀h ∈ [G,G], ghg−1 ∈ [G,G], [G,G] est un sous-groupe distingué de G.

Proposition 6.54
Le groupe G/[G,G] est abélien, on l’appelle abélianisé de G et on note Ab(G) = G/[G : G].

Proposition 6.55
Soient G un groupe, H un groupe abélien et φ : G→ H un morphisme.
Alors [G,G] ≤ ker(φ) et il existe un unique morphisme ψ : Ab(G)→ H tel que ψ ◦ π[G:G] = φ.

G Ab(G)

H

π[G:G]

φ
ψ

Preuve. ∀x, y ∈ G,φ([x, y]) = φ(xyx−1y−1) = [φ(x), φ(y)] = 1 car H est abélien.
Soit ψ : Ab(G) → H : g[G,G] 7→ φ(g) et montrons que ψ est bien défini, c’est à dire, montrons que si
g[G,G] = g′[G,G], alors ψ(g) = ψ(g′).
Soient g, g′ ∈ G tels que g[G,G] = g′[G,G].
Il existe g′′ ∈ [G,G] tel que g = g′g′′. Alors φ(g) = φ(g′)φ(g′′) = φ(g′) car g′′ ∈ [G,G] ≤ ker(φ). Donc ψ est
bien défini, montrons qu’il est unique.
On suppose qu’il existe ψ′ : Ab(G)→ H un morphisme tel que φ = ψ′ ◦ π[G,G].
∀g[G,G] ∈ Ab(G), ψ′(g[G,G]) = ψ(g[G,G]) donc ψ = ψ′.

Proposition 6.56
Si Ab(G) est compact, alors G est unimodulaire.

Preuve. Il existe un unique morphisme ψ : Ab(G)→ R∗
+ tel que ψ ◦ π = ∆, mais comme Ab(G) est compact

ψ = 1. Donc ∆ = 1, G est unimodulaire.

Proposition 6.57
Soit (X, d) un espace métrique séparable localement compact. On suppose que µ, ν sont deux mesures de
Borel sur X telles que : ∃f ∈ C(X, ]0,+∞[) : ∀ϕ ∈ Cc(X),

∫
ϕdν =

∫
ϕfdµ. Alors pour tout borélien E de X,

ν(E) =
∫
E
fdµ.

Preuve. Pour E borélien de X, on pose ν̃(E) =
∫
E
fdµ. ν̃ et ν sont des mesures de Borel régulières sur X.

Soient U un ouvert de X et Φ = {ϕ ∈ Cc(X) : 0 ≤ ϕ ≤ 1, supp(ϕ) ⊂ U}.
Il existe (ϕn)n une suite croissante d’éléments de Φ telle que ϕn →n χU simplement. Alors ν(U) =

∫
χUdν =

limn

∫
ϕndν par théorème de convergence monotone. Or

∫
ϕndν =

∫
fϕndµ mais alors en appliquant une

nouvelle fois le théorème de convergence montone, on obtient : ν(U) =
∫
fχUdµ = ν̃(U). Donc ν = ν̃.

Proposition 6.58
Soient λ une mesure de Haar à gauche sur G et ρ la mesure sur G définie par ρ(E) = λ(E−1).
Alors dρ(x) = ∆(x−1)dλ(x).
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Preuve. Soit f ∈ Cc(G). On pose g(x) = f(x)∆(x−1).
Par la proposition 6.46 : ∫

Ryf(x)∆(x−1)dλ(x) =

∫
Ryf(x)∆(yy−1x−1)dλ(x)

= ∆(y)

∫
Ryf(x)∆((xy)−1)dλ(x)

= ∆(y)

∫
Ryg(x)dλ(x)

= ∆(y)∆(y−1)

∫
g(x)dλ(x)

= ∆(yy−1)

∫
f(x)∆(x−1)dλ(x)

=

∫
f(x)∆(x−1)dλ(x)

Donc la forme linéaire f 7→
∫
f(x)∆(x−1)dλ(x) est invariante à droite, il existe c > 0 telle que la mesure

de Haar associée soit égale à cρ. Par la proposition précédente : cdρ(x) = ∆(x−1)dλ(x). Si c ̸= 1, alors on
considère un voisinage symétrique compact K de 1 dans G tel que ∀x ∈ K, |∆(x−1) − 1| ≤ 1

2 |c − 1|. Alors
K = K−1 donc λ(K) = ρ(K) et :
|c− 1|λ(U) = |cρ(U)− λ(U)| = |

∫
(∆(x−1)− 1)dλ(x)| ≤ 1

2 |c− 1|λ(U) : absurde. Donc c = 1.

Le corollaire suivant est utile en pratique pour faire un changement de variable.

Corollaire 6.59
dλ(x−1) = ∆(x−1)dλ(x) et dρ(x−1) = ∆(x)dρ(x).

Proposition 6.60
i) Rn est unimodulaire.
ii) C \ {0} est unimodulaire.



Chapitre 7

Applications

7.1 Espaces homogènes

Définition 7.1
Soient G un groupe topologique compact et K un espace topologique compact séparé.
On dit que G agit transitivement sur K lorsqu’il existe une application continue (G×K)→ K : (g, k) 7→ g(k)
telle que :
i) ∀k ∈ K, e(k) = k.
ii) ∀k ∈ K,∀g1, g2 ∈ G, (g1g2)(k) = g1(g2(k)).
iii) ∀k1, k2 ∈ K,∃g ∈ G/g(k1) = k2.
Dans ce cas, on dit que K est un espace homogène.

Remarque 7.2
Chaque élément de G définit un homéomorphisme de K dans K.

Proposition 7.3
Soient G un groupe topologique compact et H un sous-groupe fermé de G.
Alors G/H est un espace homogène.

Preuve. G/H est séparé car H est fermé. G est compact et la surjection canonique πH : G → G/H est
continue surjective donc G/H est compact. On considère l’action G×G/H → G/H : (g1, g2H)→ g1g2H.
e(gH) = egH = gH et (g1g2)(gH) = g1g2gH = g1(g2(gH)). (g2g

−1
1 )(g1H) = g2g

−1
1 g1H = g2H.

Définition 7.4
Soit G un groupe compact agissant transitivement sur les compacts K1,K2.
On dit que K1 et K2 sont isomorphes sous l’action de G lorsqu’il existe ϕ : K1 → K2 un homéomorphisme
tel que ∀k1 ∈ K1, ϕ(g(k1)) = g(ϕ(k1)).

Théorème 7.5
Soit G un groupe compact agissant transitivement sur K compact séparé.
Alors il existe un sous-groupe fermé H de G tel que K et G/H soient isomorphes sous l’action de G.

Preuve. Soit k0 ∈ K.
On considère H = StabG(k0) = {g ∈ G : g(k0) = k0} qui est un sous-groupe fermé de G et on pose
ϕ : G/H → K : gH 7→ g(k0).
Si g1H = g2H, alors g1h1 = g2h2 donc g1(h1(k0)) = g2(h2(k0)) puis g1(k0) = g2(k0).
Donc ϕ est bien définie.
Si g1(k0) = g2(k0), alors g

−1
1 (g2(k0)) = k0 donc g−1

1 g2 ∈ H soit g1H = g2H. ϕ est injective.
G agit transitivement sur K donc ϕ est surjective. Donc ϕ est une bijection.
Soit g ∈ G et V un voisinage ouvert de g(k0).
(g, k) → g(k) est continue sur G ×K donc il existe un voisinage ouvert U de g tel que ∀u ∈ U, u(k0) ∈ V .
Or πH(U) est un voisinage ouvert de gH dans G/H tel que πH(U) ⊂ ϕ−1(V ). Donc ϕ est continue bijective
définie sur un compact (G/H = π(G) avec π : G→ G/H la surjection canonique qui est continue, H est un
sous-groupe fermé et G est compact donc G/H est compact), ϕ est un homéomorphisme.
De plus, g1(ϕ(g2H)) = g1(g2(k0)) = (g1g2)(k0) = ϕ(g1(g2H)) d’ou le résultat.

Théorème 7.6
Soit G un groupe compact agissant transitivement sur K compact séparé.
Alors il existe une unique mesure de probabilité sur K G-invariante.
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Preuve. Par le théorème précédent, on peut remplacer K par G/H.
Soit µ la mesure de Haar sur G telle que µ(G) = 1.
On définit µG/H par µG/H(B) = µ(π−1

H (B)) pour B borélien de G/H. Si g ∈ G est B est un borélien de

G/H, alors g(π−1
H (B)) = {gx : xH ∈ B} = {gx : gxH ∈ gB} = π−1

H (B). Donc µG/H(gB) = µ(π−1
H (gB)) =

µ(g(π−1
H (B))) = µ(π−1

H (B)) = µG/H(B). D’ou l’existence.
Montrons maintenant l’unicité.
Soient ϕ ∈ C(G), g ∈ G.
On pose ϕg : G→ G : x 7→ ϕ(gx)
Soit µH la mesure de Haar normalisé sur H : µH(H) = 1.
L’application G→ C(G) : g 7→ ϕg est continue sur G qui est compact donc elle est uniformément continue.

On pose ϕ̂(g) =
∫
H
ϕg(h)dµH(h) pour g ∈ G, ϕ̂ ∈ C(G) et ϕ̃ : G/H → G : gH 7→ ϕ̂(g).

Montrons que ϕ̃ est bien définie :
Si g1H = g2H, alors g−1

1 g2 ∈ H et ϕ̃(g1) =
∫
H
ϕg1(h)dµH(h) =

∫
H
ϕg1(g

−1
1 g2h)dµH(h) =

∫
H
ϕ(g2h)dµH(h) =

ϕ̃(g2) donc ϕ̃ est bien définie.

∀f ∈ C(G/H), f = f̃ ◦ πH :

f̃ ◦ πH(gH) = f̂ ◦ πH(g)

=

∫
H

(f ◦ πH)g(h)dµH(h)

=

∫
H

f ◦ πH(gH)dµH(h)

=

∫
H

f(ghH)dµH(h)

= f(gH)dµH(h)

= f(gH)

Soit ν mesure de probabilité G-invariante sur G/H.
Pour ϕ ∈ C(G), on pose λ(ϕ) =

∫
G/H

ϕ̃(gH)dν(gH).

λ(ϕx) =

∫
G/H

ϕ̃x(gH)dν(gH)

=

∫
G/H

ϕ̂x(g)dν(gH)

=

∫
G/H

ϕ(xg)dν(gH)

=

∫
G/H

ϕ̃(xgH)dν(gH)

=

∫
G/H

ϕ̃(gH)dν(gH)

= λ(ϕ)

Donc par théorème de Riesz, λ est la mesure de Haar normalisée sur G.

Si ν1, ν2 sont deux mesures de probabilités sur G/H G-invariantes, alors : ∀f ∈ C(G/H), f = f̃ ◦ πH donc :

ν1(f) =

∫
G/H

f(gH)dν1(gH)

=

∫
G/H

f̃ ◦ πH(gH)dν1(gH)

= λ(f ◦ πH)

= ν2(f)

On note Sn−1 la sphère unité de Rn, O(n) le groupe orthogonal et SO(n) le groupe spécial orthogonal.
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Proposition 7.7
SO(n) agit transitivement sur Sn−1

Preuve. On prouve le résultat par récurrence.
Pour n = 2 : le résultat est vrai.
Soit n ≥ 3 tel que SO(n) agit transitivement sur Sn−1. Soit x ∈ Sn.
On note (e1, ..., en+1) la base canonique de Rn+1. On peut écrire x sous la forme x = cos(θ)en+1 + sin(θ)x′

avec x′ ∈ Sn−1 (en identifiant Rn à V ect{e1, ..., en} dans Rn+1). Par hypothèse, il existe u ∈ SO(n) tel que
x′ = uen.

On pose alors k =

(
u 0
0 1

)
et hθ =

In−1 0 0
0 cos(θ) sin(θ)
0 − sin(θ) cos(θ)

.

hθen+1 =

 0
sin(θ)
cos(θ)

. Donc khθen+1 =


u11 − u1n 0
u22 − u2n 0
| | |
un1 − unn 0
0 − 0 1




0
|
0

sin(θ)
cos(θ)

 =


u1n sin(θ)
|

unn sin(θ)
cos(θ)

 = sin(θ)uen +

cos(θ)en+1 = sin(θ)x′ + cos(θ)en+1 = x.

Théorème 7.8
Il existe une unique mesure de probabilité sur Sn−1 invariante par rotations.

Preuve. Il existe une unique mesure de probabilité sur Sn−1 invariante par SO(n) avec ce qui précède. Or
SO(n) est engendré par les rotations donc il existe une unique mesure de probabilité sur Sn−1 invariante par
rotations.

7.2 Représentations unitaires

Définition 7.9
Soient G un groupe topologique et H un espace de Hilbert. On note L(H) l’algèbre des opérateurs continus
sur H.
Une représentation de G dans H est un morphisme π : G → L(H) telle que pour tout v ∈ H, l’application
G→ V : g 7→ π(g)(v) est continue.

Définition 7.10
Si π n’admets pas de sous-espace invariant non trivial, alors π est dite irrédutible.

Définition 7.11
1) π est dite unitaire si pour tout g ∈ G, π(g) est un opérateur unitaire : π(g)∗π(g) = id
2) On dit que G admets un système complet de représentations unitaires irréductibles si pour tout g ∈ G, g ̸=
e, il existe une représentation unitaire irréductible (π,H) sur G telle que π(g) ̸= id
3) La dimension de π est la dimension de l’espace de Hilbert associé.

Exemple 7.12
Soient G un groupe topologique compact et λ la mesure de Haar normalisée sur G.
Les applications G → L2(G) : g 7→ πL(g), G → L2(G) : g 7→ πR(g) avec πL(g) : L2(G) → L2(G) : f 7→
Lgf, πR(g) : L

2(G)→ L2(G) : f 7→ Rgf .

Grâce à la mesure de Haar, on a obtenu une représentation unitaire (∀g ∈ G,∀f ∈ L2(G), ∥π(g)f∥2 = ∥f∥2)
non triviale et on peut montrer qu’on en a en fait obtenu ”beaucoup” comme le montre le théorème suivant
(sans preuve) :

Théorème 7.13 (Gelfand-Raikov)
Si G est un groupe localement compact, alors les représentations unitaires irréductibles de G séparent les
points de G.
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Ceci est la liste des ouvrages utilisés mais je me suis aussi appuyé sur des notes de cours de Julien Melleray.
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