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Contrôle �nal Mathématiques 4 2025-2026 : correction.

Correction Exercice 1 1. OUI : un tend vers 0 car ln(n) tend vers +∞.

2. OUI : pour tout x, la suite de fonctions vn(x) tend vers v(x) ≡ 0 de même que la suite
numérique un. Et on a en plus

sup
x∈[1,2]

|vn(x)− v(x)| = sup
x∈[1,2]

x/ ln(n) = 2/ ln(n)

qui tend vers 0 lorsque n → +∞.

3. NON : pour tout x, la suite de fonctions wn(x) tend vers w(x) ≡ 0 de même que la suite
numérique un. Par contre

sup
x∈[1,+∞)

|vn(x)− v(x)| = sup
x∈[1,+∞)

x/ ln(n) = +∞

qui ne tend pas vers 0 lorsque n → +∞.

4. NON : soit vous utilisez directement le critère de Bertrand, soit vous remarquez que an
est à termes positifs et que nous avons quand n → +∞ :

1/n

an
=

ln(n)

n
→ 0,

en d'autres mots
1/n = o(an).

Comme la "petite somme"
∑

n≥2 1/n diverge, il en est de même pour la "grosse somme"∑
n≥2 an.

Barème : 1 pt par exo. Erreurs fréquemment commises :

� Beaucoup de copies avec aucune explication.
� Dans le 1 et le 4 : Une suite n'est pas une série !
� Dans le 1 et le 4 : Comparaison dans le mauvais sens.
� Dans le 1 et le 4 : On n'a pas n ∼ ln(n) en +∞.
� Dans le 2 : la convergence simple sur [1, 2] n'est pas la même chose que la convergence

simple en 1 et en 2 : il y a le reste des points aussi.
� Dans le 2 et 3 : dans l'étude des fonctions, il y a des dérivations qui n'ont pas de sens

(notamment confusion des variables).
� Dans le 3 : La croissance comparée n'a pas de sens pour gérer x/ln(n) : ce n'est pas la

même variable !
� Dans le 4 : dans le critère de D'Alembert : si le ratio est strictement inférieur à 1 mais

tend vers 1, on ne peut rien dire.
� Dans le 4 : Ce n'est pas parce que le terme général tend vers 0 que la série converge.
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Correction Exercice 2 1. Graphe : voir plus bas. La fonction est paire donc les bn sont
nuls. Pour calculer les an on n'a pas le choix car on a seulement la formule sur une
demi-période donc :

an(f) =
2

π

∫ π

0

x cos(x) cos(nx) dx =
1

π

∫ π

0

x(cos((n+ 1)x) + cos((n− 1)x)) dx

Pour calculer les intégrales de type

Ik =

∫ π

0

x(cos(kx)) dx,

on intègre par parties une fois (sauf le cas facile k = 0). Concrètement :

I0 = π2/2

et pour k ̸= 0 :

Ik =
−1 + (−1)k

k2
.

Par conséquent pour n = 1 on a :

an(f) =
1

π
(I0 + I2) =

π

2

et sinon pour n impair :
an(f) = 0

et pour n pair, n ̸= 1 :

an(f) =
−4(n2 + 1)

π(n2 − 1)2
.

La fonction f est continue donc elle est toujours égale à Sf .

2. Graphe : voir plus bas.
La fonction est paire donc les bn sont nuls. Pour calculer les an on n'a pas le choix car on
a seulement la formule sur une demi-période donc :

an(g) =
2

π

∫ π

0

e−x cos(nx) dx.

Pour n = 0, on obtient :

a0(g) =
2(1− e−π)

π
.

Pour n ̸= 0, après une double intégration par parties, on obtient :

an(g) =
2(1− (−1)ne−π)

π
− n2an(g)

donc on a :

an(g) =
2(1− (−1)ne−π)

π(1 + n2)
.

La fonction g est continue donc elle est toujours égale à Sg.
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Barème :
� 0.5 pour graphe
� 0.5 pour bn = 0
� 0.5 pour an =

∫ π

0
f(x) cos(nx)dx

� 0.5 pour g(x) dans le point 2.
� 0.5 pour a0 correct
� 0.5 pour an corrects (ignorant n = 1 au point 1). - 0.5 pour "f(x) = Sf(x) pour tout

x ∈ R"

Erreurs fréquemment commises :
� Graphes mal tracés, notamment en faisant comme si la formule état valable sur tout

[−π, π].
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Correction Exercice 3.

1. La fonction f est continue et positive sur ]0, 1]. L'intégrale est donc impropre en 0. En
0+, on a ex −→

x→0+
1, donc

f(x) =
1

x3ex
∼

x→0+

1

x3
.

On rappelle que l'intégrale
∫ 1

0
dx
xα est convergente si, et seulement si, α < 1. Ici, α = 3,

donc
∫ 1

0
dx
x3 est une intégrale divergente et ainsi, par comparaison de fonctions positives,

l'intégrale
∫ 1

0
f(x)dx diverge.

2. La fonction g est continue et positive sur ]0, 1[, en e�et si x ∈]0, 1[, alors ln(x) < 0.
L'intégrale est donc impropre en 0 et en 1.

(a) Au voisinage de 1−, on écrit x = 1− h avec h → 0+. Alors,

ln(x) = ln(1− h) ∼
h→0+

−h

De plus, x2 −→
x→1−

1, donc

g(x) = − 1

x2 ln(x)
∼

x→1−

−1

1 · (−h)
=

1

h
=

1

1− x

Or, la fonction x 7→ 1
1−x

n'est pas intégrable en 1. Donc, par comparaison de fonctions
positives, la fonction g n'est pas intégrable en 1.

(b) Au voisinage de 0+, on a g(x)
1
x

= − 1
x ln(x)

−→
x→0+

+∞. Ainsi, pour x assez proche de

0, on a g(x) ⩾ 1
x
. Comme

∫ 1

0
dx
x

diverge, on en déduit par comparaison de fonctions
positives que g n'est pas intégrable en 0.

Ainsi, l'intégrale
∫ 1

0
g(x)dx diverge.

Remarques et alternatives.

1. Alternative pour la question 1. Pour tout x ∈]0, 1], e−x ⩾ e−1 (car x 7→ e−x est
décroissante). Donc,

∀x ∈]0, 1], f(x) =
e−x

x3
⩾

e−1

x3

Comme x 7→ 1
x3 n'est pas intégrable en 0, on en déduit par comparaison (minoration par

une fonction positive non intégrable) que f n'est pas intégrable en 0.

2. Alternative pour la question 2.(b). On peut comparer g(x) avec 1
x2 plutôt que 1

x
. La

conclusion est la même.

3. Dans la question 2., les changements de variables x = e−t et x = 1
t
donnent respectivement∫ 1

0

−dx

x2 ln(x)
=

∫ +∞

0

et

t
dt =

∫ +∞

1

dt

ln(t)

Ces intégrales ne sont pas des intégrales de référence, on ne peut donc pas conclure
immédiatement : il faut recourir à un argument de comparaison.

4. Dans la question 2., l'obtention de la non-intégrabilité soit en 0, soit en 1 su�t à obtenir
la totalité des points.
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Erreurs communes.

1. Tout argument du type "u(x) −→
x→0

+∞, donc l'intégrale est divergente" ou "la fonction

u n'est pas dé�nie en 0, donc l'intégrale est divergente" traduit une profonde incompré-
hension des enjeux du chapitre : la nature de l'intégrale impropre dépend du taux de
divergence de la fonction, et non du seul fait qu'il y en ait une.

2. Confusion entre l'intégrabilité de x 7→ 1

xα
en 0 (qui se produit lorsque α < 1 et en +∞

(qui se produit lorsque α > 1).

3. Dans une intégration par parties, faire apparaître un crochet divergent sans étudier l'in-
tégrale restente ne permet pas de conclure : un crochet in�ni et une intégrale divergente
pourraient en principe se compenser.

4. Bien distinguer les deux versions correctes du théorème de comparaison, pour f, g posi-
tives au voisiange d'un point a :
• Si f ⩽ g et

∫
a
g converge, alors

∫
a
f converge.

• Si f ⩾ g et
∫
a
g diverge, alors

∫
a
f diverge.

Toute autre combinaison d'inégalités et de conclusion est fausse. Plus précisément,

(a) Majorer une fonction positive par une fonction non intégrable au voisinage d'un
point étudié ne permet aucune conclusion.

(b) Majorer une fonction négative par une fonction positive intégrable (ou non) ne permet
aucune conclusion.

5. Utilisation d'un développement limité en dehors de son domaine de validité. Par exemple,
ln(x) n'a pas de développement limité usuel en 0 : c'est ln(1 + x) qui en a un !

6. Mélange de points d'évaluation : utiliser un équivalent (ou une estimation asymptotique)
valable en +∞ (ou en un autre point) pour conclure sur le comportement en 0 (ou en un
autre point di�érent di�érent) - c'est une information locale attachée à un point précis.

7. Utilisation d'arguments des séries numériques dans le cadre des intégrales. Par exemple,
le critère pour les séries de Bertrand ne s'applique a priori pas pour les intégrales.

Barème détaillé. Barème non cumulatif, si plusieurs items s'appliquent à une même copie, seul
celui qui donne le plus de points à l'élève est reconnu.

• Argument du type "u(x) −→
x→0

+∞, donc l'intégrale est divergente" ou "la fonction u n'est

pas dé�nie en 0, donc l'intégrale est divergente" : 0 pt.
• Argument du type u(x) −→

x→+∞
ℓ ∈ R, donc l'intégrale est convergente" : 0 pt.

• Intégration par parties dont le crochet in�ni s'annule par magie : 0 pt.
• Intégration par parties avec argument 'crochet in�ni, donc divergent' sans étude de l'in-
tégrale restante : 0 pt.

• Toute intégrale non standard dont l'intégrabilité n'est pas justi�ée : 0 pt.
• Identi�cation du caractère impropre de l'intégrale.

1. En 0 pour f : 0,5 pt.

2. En 0 ET en 1 pour g : 0,5 pt. (Aucun point pour une identi�cation partielle).

• Mention du théorème de comparaison avec confusion du critère (α > 1 vs α < 1, en 0 vs
en +∞) avec cohérence du résultat : 1-1,5 pt selon clarté de l'explication et gravité de
l'erreur.

• Mauvaise utilisation des symboles de comparaison asymptotique (∼, o(·), O(·)) : 1,5-2
pts selon erreur.

5



Correction Exercice 4.

1. Le discriminant du dénominateur s2 + s + 1 est ∆ = −3 < 0, donc s
s2+s+1

est déjà un
élément simple. Il reste à mettre le dénominateur sous forme canonique et à régler le
numérateur pour exploiter la table. On a

s2 + s+ 1 =
(
s+

1

2

)2

+
3

4

Pour le numérateur, on veut faire apparaître s+ 1
2
et

√
3/2 et donc, on a

s

1 + s+ s2
=

s+ 1
2(

s+ 1
2

)2

+ 3
4

−
1
2(

s+ 1
2

)2

+ 3
4

=
s+ 1

2(
s+ 1

2

)2

+ 3
4

− 1√
3

√
3/2(

s+ 1
2

)2

+ 3
4

En utilisant la table des transformées inverses avec a = −1
2
et ω =

√
3
2
, on trouve

f(t) = e−
t
2

[
cos

(√3

2
t
)
− 1√

3
sin

(√3

2
t
)]

2. Factorisons le dénominateur : comme 1 est racine de 1 − s3, on peut factoriser 1 − s3 =
(1− s)(as2 + bs+ c). En développant et en identi�ant, on trouve a = b = c = 1 et donc

1− s3 = (1− s)(s2 + s+ 1)

Le polynôme de degré 2 ne se factorise pas plus, car son discrminant est ∆ = −3 < 0.
Faisons la décomposition en éléments simples : on cherche A,B,C ∈ R tels que

s

1− s3
=

s

(1− s)(s2 + s+ 1)
=

A

1− s
+

Bs+ C

s2 + s+ 1

Pour trouver les coe�cients A,B,C, une mise sur le même dénominateur et identi�cation
des coe�cients donne A = −1

3
, B = 1

3
et C = −1

3
. (Toute autre méthode pour trouver

les coe�cients est acceptée). Et donc,

s

1− s3
=

1

3

( 1

1− s
+

s− 1

s2 + s+ 1

)
=

1

3

(
− 1

s− 1
+

s− 1

s2 + s+ 1

)
En utilisant la table des transformées inverses, le premier terme donne −1

3
et. Pour le

deuxième terme, on utilise une mise sous forme canonique encore et on trouve

s− 1

s2 + s+ 1
=

s+ 1
2(

s+ 1
2

)2

+ 3
4

−
√
3

√
3
2(

s+ 1
2

)2

+ 3
4

Ainsi, la table des transformées inverses avec a = −1
2
et ω =

√
3
2

donne �nalement le
résultat

g(t) =
1

3

[
− et + e−

t
2

(
cos

√
3

2
t−

√
3 sin

√
3

2
t
)]
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