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Exercice 1 (5 points)
Est-ce que pour les suites numériques un, n ≥ 1 suivantes, on a convergence ? Si oui,

donner la limite.
Justi�er.

1. un = (−1)n/n.

2. un = cos(e−n).

3. un = n3 (1/n− sin(1/n)).

Correction Exercice 1 1. |un| tend bien vers 0 donc un tend vers 0.

2. e−n tend vers 0 donc car cos continue, un tend vers cos(0) = 1.

3. On a 1/n qui tend vers 0. Le DL de sin(y) en 0 est :

sin(y) = y − y3/6 + o(y3).

On a donc
un = n3(1/n− 1/n+ 1/6n3 + o(1/n3)) = 1/6 + o(1).

La limite demandée vaut 1/6.

Exercice 2 (5 points)
Est-ce que pour les séries de fonctions

∑
an(x), n ≥ 1 suivantes, on a convergence simple ?

uniforme ? normale ? Justi�er.

1. an(x) = e−nx, x ∈ [0, 1].

2. an(x) = e−nx, x ∈ [1, 2].

3. an(x) = sin(xn−2), x ∈ [0, 1].

Correction Exercice 2 1. Pour chaque x �xé, an est une série géométrique. Si x = 0, sa
raison est 1. Donc an ne converge pas simplement : en 0 on a a�aire à

∑
1 qui ne converge

pas. Donc aucune chance non plus d'avoir convergence uniforme ou normale.

2. Ici la série géométrique an converge simplement car la raison satisfait toujours |e−x| < 1.
De plus cette fois-ci on a convergence normale (donc uniforme). En e�et, pour tout n ≥ 1,
on voit que x 7→ e−nx est décroissante donc :

sup
x∈[1,2]

|e−nx| = sup
x∈[1,2]

e−nx = e−n×1

et on a bien
∑

e−n qui converge car il s'agit d'une série géométrique dont la raison satisfait
|e−1| < 1.

3. On a bien convergence simple vers sin(0) = 0 car pour tout x, xn−2 tend vers 0 et la
fonction sin est continue.
Pour x ∈ [0, 1] et n ≥ 1, xn−2 ∈ [0, 1]. Comme sin est croissante sur cet intervalle, lorsque
x croît de 0 vers 1, sin(xn−2) croît de sin(0) = 0 vers sin(n−2). On a donc (en utilisant
que en 0 on a sin(y) ∼ y et 1/n2 tend vers 0) :

∥un∥ = sin(n−2) ∼ n−2.

Il s'agit du terme général d'une série qui converge absolument par le critère de Riemann
car 2 > 1.
Par conséquent on a convergence normale (donc uniforme).
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