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Convergence en loi, Fonction caractéristique, Théorème de Lévy, TCL

Toutes les variables aléatoires (v.a.) sont définies sur le même espace de probabilité (Ω,F ,P).

Exercice 1. Fonctions caractéristiques
Calculer les fonctions caractéristiques des lois suivantes :
1. loi de Poisson de paramètre λ > 0 ;
2. loi exponentielle de paramètre λ > 0 ;
3. loi de XY , où X est une variable exponentielle de paramètre 1, Y une variable de Bernoulli de

paramètre 1/2, et X,Y sont indépendantes.

Exercice 2. Fonctions caractéristiques - Encore ! Calculer les fonctions caractéristiques de
1. la loi 1

2δ−1 +
1
2δ1 ;

2. la loi de densité λ
2 e

−λ|x| par rapport à la mesure de Lebesgue sur R.

Exercice 3. Fonction caractéristique de la loi normale

1. Soit X de loi N (m,σ2). On note ϕm,σ2 la fonction caractéristique de X.
(a) Montrer que ϕm,σ2(t) = eitmϕ0,1(σt).
(b) Montrer que ϕ := ϕ0,1 satisfait l’équation différentielle ϕ′(t) + tϕ(t) = 0 sur R.

(c) Déduire des questions précédentes que ϕm,σ2(t) = eitm−σ2t2

2 .
(d) Soit X ∼ N (m,σ2) et Y ∼ N (m′, (σ′)2) deux variables indépendantes. Calculer la loi de

X + Y .

2. Soit (Xn)n≥1 une suite de variables aléatoires indépendantes et de loi Normale N (0, σ2
n). Si Xn

loi−→
N (0, σ2), montrer que σ2

n → σ2.

Exercice 4. Loi géométrique ( ?) et loi exponentielle
Soit λ > 0. Pour tout entier n ≥ λ, on prend (Xn,i)i≥1 une suite de variables aléatoires indépendantes

de Bernoulli de paramètre pn = λ
n . On considère alors la variable aléatoire

Nn :=
1

n
inf{i ≥ 1 : Xn,i = 1}.

1. Dans quel ensemble Nn prend-elle ses valeurs ? Quelle est sa loi ?
2. Montrer que Nn converge en loi vers une variable aléatoire de loi exponentielle de paramètre λ.

Exercice 5.
Soit (Xn)n≥1 une suite de variables aléatoires indépendantes et de loi Normale N (0, 1). Montrer la

convergence en loi de la suite (Yn)n≥1 où

Yn =
1

n

n∑
k=1

√
kXk

vers une loi qu’on explicitera.

Exercice 6.
Soit (Xn)n≥1 une suite de variables aléatoires indépendantes de même loi. Soit PX1 = 1

2δ−1 +
1
2δ1.
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1. On pose

Sn :=

n∑
k=1

Xk

2k
.

Calculer sa fonction caractéristique.

2. Calculer la fonction caractéristique de S qui suit la loi uniforme dans [−1, 1].

3. Montrer que (Sn) converge en loi vers S. Ce résultat vous semble-t-il intuitif ?
Indication : sin(t) = 2 sin(t/2) cos(t/2) = · · · = 2n sin(t/2n)

∏n
k=1 cos(t/2

k).

Exercice 7. TCL et un calcul de limite
Soit (Xn)n≥1 une suite de variables aléatoires indépendantes et de loi de Poisson de paramètre λ > 0.

1. Déterminer la loi de Sn = X1 + . . .+Xn et donner une expression de P(Sn ≤ n).

2. On pose Zn = Sn−λn√
λn

. Montrer que la suite (Zn)n≥1 converge en loi vers une v.a. dont on précisera
la loi.

3. En déduire que

lim
n→+∞

e−n
n∑

k=0

nk

k!
=

1

2
.

Indication : On pourra réécrire e−n
∑n

k=0
nk

k! comme la probabilité d’un événement portant sur Sn

avec λ = 1, et utiliser le résultat de la question 2.
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