Université Claude Bernard - Lyon 1 Semestre de printemps
UE de calcul différentiel, courbes et surfaces

Feuille d’exercices n° 5: Dérivées d’ordre supérieur

Exercice 1. Calculer les développements limités a 'ordre 3 en (0,0) de
1. f:(x,y) = ye®.
2. f: (x,y) = sin(zy) + cos(zy).

Exercice 2. Etudier sur R? les extréma locaux et globaux des fonctions définies par :
L fla,y) =a* —y*
(z,y) = 2 +y° - 3ay.
h(z,y) = z* +y* — day.
(z,y) = 22 + y? + zy + 20 — 2y.

)

Exercice 3 (Contre-exemple pour le théoréme de Schwarz). Soit f définie sur R? par :
f(z,y) = y?*sin(x/y) siy # 0; 0 sinon.

1. f est-elle continue ? différentiable 7
2. Caculer les dérivées premiéres et secondes de f 1a ou elles existent.

3. Pourquoi a-t-on exhibé un contre-exemple au théoréme de Schwarz ?

Exercice 4. Trouver les extrema de la fonction f: R? — R définie par f(x,y) = 2%+ 2y? dans le disque
2,2
" +y <1

Exercice 5. Déterminer et classer les points critiques de la fonction f: R? — R définie par

fla,y) = @~y eV
On précisera s'il s’agit de points de minimum ou de maximum (local ou global), ou de point-selles.

Exercice 6 (Etude de la courbe de Laporte). On considére la courbe de Laporte définie par la paramé-
trisation
y:t—s (x(t),y(t)) = (sin®t, cost —cost), te€[0,2n].
1. (a) Montrer que la courbe est fermée et déterminer sa période.
(b) Etudier les symétries éventuelles de la courbe & partir des expressions de z(t) et y(t).
2. Déterminer les valeurs de t pour lesquelles la courbe admet une tangente verticale ou horizontale.
3. Trouver les points singuliers et les étudier.

4. Déterminer les paramétres ¢ ot la courbe admet un point d’inflexion (la courbe traverse sa tan-
gente).

5. Calculer la longueur de la courbe.
6. Tracer la courbe dans un repére orthonormé a l’aide des informations calculées.

7. Bonus : Aire délimitée par la courbe.



