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Exercice 1 : (2+1+3 pts) Soit A un anneau (commutatif) et I un idéal de A. On note

VIi={zxeA:IneN " eI},

le radical de 1.

1.

2.
3.

Montrer que VT est un idéal de A.

Montrer que v/ \ﬁ = \ﬁ
Montrer que pour tout idéal J on a vINJ = VINAJT et VI+J D I+,

Solution.

1.

Soient a,b € VI et m,n € N* avec a™,b" € I. Alors

m-+n

)aibm“ el,
=0

1

puisque chaque terme est soit un multiple de a™, soit un multiple de b™. De plus, pour ¢ € A on a
(ca)™ = ¢ma™ € I. Ainsi /T est un idéal.

. Soit a € A et n € N* avec a™ € VI. Alors il y a m € N* avec (a™)™ € I, et donc @™ € I, ce qui

montre a € VT et iV VI < V. Réciproquement, sia € I on a alelTetac \ﬁ, ce qui montre I < VI

et donc \/Tg \/\ﬁ.

. Sia” € INJ alors a® € I, ce qui montre vVINJ < \/.7, et par symétrie vINdJ < VIV,

Réciproquement, soit a € vIN+/J. Alors il y a m,n € N* avec a™ € I et a” € J, et donc a¥ € TN J,
ot k = max{m,n}. Ainsia € VINJ, et VINVJI <VINJ. On adonc égalité.
La somme I + J est un idéal qui contient I et J. Donc si a® € /I trivialement a”® € I + J et

VI<NIT+JT ; de méme VI<VT+J. Puisqu’un idéal es clos par addition, VI+VI<VI+J.

Exercice 2 : (2+1+3+1 pts) Soit A I’ensemble des suites rationnelles convergentes (mais dont la limite peut
étre irrationnelle), et I le sous-ensemble des suites rationnelles convergentes vers 0. Dans cet exercice vous
pouvez utiliser librement des résultats connus sur les suites.

1.
2.
3.

4.

Montrer que l'addition et la multiplication de suites fait de A un anneau (commutatif) unitaire.
Montrer que I est un idéal dans A.

Montrer que tout élément de A \ I est inversible dans A modulo I. En déduire que I est un idéal
maximal de A, et que A/ est un corps.

Montrer que lim,_,» donne un isomorphisme d’anneau unitaire entre A/I et R.

Remarque : Une suite (uy), est convergente ssi Vk € N* 3N € NVj £ > N |u; —u| < 1/k (suite de
Cauchy). Ainsi la définition de I’ensemble A n’a pas besoin de l'existence a priori de R. Ceci donne donc une
construction de R & partir de Q.

Solution.

1.

La somme, la différence et le produit de deux suites rationnelles convergentes est une suite rationnelle
convergente, avec

lim(u, £ v,) = limu, £limv, et lim(u,v,)=limu, limuv,.
(e.) o (o] o oo o

Ainsi A est un sous-anneau de I'anneau des suites réelles. Alternativement, on voit facielement que la
somme et le produit sont associatives et commutatives, on a la loi distributive, la suite constante (0)y,
est élément neutre additif, la suite constante (1),, est élément neutre multiplicatif, et la suite (—uy, )y
est I'inverse additif de la suite (uy,),. Donc A est un anneau commutatif unitaire.



2. Silimeo uy, = 0 = limy vy, alors lime (uy, +v,) = 0. De plus (0),, € I, et I est un sous-groupe additif.
Si (wy)n € A, alors (wy,), est convergente et donc borné, et (wpuy, )y, converge toujours vers 0. Ainsi
I est un idéal.

3. Si (un)n € A\ I, alors u, # 0 & partir d’un certain rang N, et on pose v, = 1sin < N et v, = 1/uy,
si n > N. Notons que (vy)n, € A puisque lims vy, = 1/limes wy,. Alors (up)n(vn)n est égal a (1),
a partir du rang N, et (up)n(vn)n — (1)n € I. Ceci montre que (uy), est inversible modulo I, et
(1), € (I, (up)n), ce qui implique (I, (uyn)n,) = A. Donc I est un idéal maximal. D’aprés un théoréme
du cours, A/I est un corps.

4. On consideére I'application f: A — R donnée par f((uy)n) = lims u,. Comme la limite d’une somme,
différence ou produit de deux suites convergentes est la somme, différence ou produit de leurs limites,
et f((0),) = 0 et f((1)n) = 1, lapplication f est un morphisme d’anneaux unitaires. Son noyau
est clairement I. De plus f est surjectif, puisque chaque réel est la limite d’une suite rationnelle par
densite de Q dans R. Donc f induit un isomorphisme entre A/I et R.

Exercice 3 : (3 pts) Soit K un corps et P un polynéme sur K de degré n. Montrer que si P n’a pas de
racine dans une extension de K de degré inférieur ou égale a n/2, alors P est irréductible sur K.

Solution. Supposons P réductible. Alors il y a deux polynémes @, R € K[X] non-inversibles avec P = QR.
Puisque n = deg P = deg @ + deg R, et la non-inversibilité implique deg @, deg R > 0, on a deg @ < n/2 ou
deg R < n/2. Par symétrie on peut supposer deg @ < n/2. D’aprés un théoréme du cours, @ (et donc P) a
une racine dans une extension de K de degré au plus deg Q < n/2. Le résultat en découle par contraposée.

Exercice 4 : (242 pts) En utilisant les réductions mod 2 ou mod 3, montrer que les polyndémes suivants
sont irréductibles dans Z[X] :

(a) —5X°% +8X%+4Xx3-2X2+5  (b) X' +2X3 - 13X% +6X —11.

Solution.

(a) La réduction modulo 2 donne X° + 1 = (X + 1)(X* + X3+ X2+ X +1). Or, ni 0 ni 1 est racine de
X4+ X3+ X%+ X +1 dans Fy, et le seul polynome irréductible dans F[X] de degré 2 est X2+ X +1,
qui ne divise pas X%+ X% + X2+ X + 1. Donc X%+ X3 + X2 + X + 1 est irréductible sur Fs.

La réduction modulo 3 donne X° — X4 + X3 + X2 — 1, qui est annulé par —1, mais pas par 0 ni 1
modulo 3. Mais si le polynéme était réductible sur Z, il y aurait donc un facteur linéaire X — z avec
z=1mod2 et z=—1 mod 3, soit z = —1 mod 6.

On note que |z| > S22 = 19 alors | —525) > (824 +423 — 222+ 5| et —525+82% +423 - 22245 # 0.
Il n’y a donc pas de solution entiére pour z > 5. Le seul entier dans | — 5,5[ congru & —1 mod 6 est
—1, qui n’est pas racine du polynéme. Il n’y a donc pas de facteur linéaire sur Z, et le polynéme est
irréductible sur Z.

(b) La réduction modulo 2 donne X%+ X? +1 = (X2 + X +1)?, et X? + X + 1 est irréductible sur F.
La réduction modulo 3 donne X* — X3 — X2 +1= (X — 1)(X® - X —1). Or, X3 — X — 1 n’est pas
annulé par 0, 1 ou —1 modulo 3, et est donc irréductible sur Fs. Puisque les degrés (2,2) et (1,3) de
la décomposition modulo 2 et modulo 3 sont différents, d’aprés un théoréme du cours le polynoéme est
irréductible.

Exercice 5 : (1+1+242+2 pts) On rappelle que le n'®™ polynéme cyclotomique est ®,,(X) = [eew: (X—=0),
ott U¥ est I'ensemble des racines primitives n'®™e de 1, et que ®,, € Z[X] pour tout n € N. Le but de cet
exercice est de montrer que ®g est réductible sur tout corps fini.

1. Montrer que ®g(X) = X* + 1.

2. Donner la décomposition de &g dans F.

3. Soit p premier impair. Montrer que p> — 1 = 0 mod 8. En déduire que IF;Q contient toujours un

élément a d’ordre 8.
4. En déduire que ®g est scindé sur F .

5. Conclure.

Solution.



. Les racines non-primitives 8iémes sont les racines 4iémes de 1, donc les racines de X4 — 1. Ainsi

X% -1
X411

Pg(X) = X441
. Sur Fa on a X4 +1 = (X +1)4 puisque (z + y)? = 22 + y? en caractéristique 2.

. Sipestimpair,onaque4 |p+loud|p—1,et2|p+1 Ainsi8=2-4|(p—1)(p+1)=p*>—1,et
p?> —1=0 mod 8. Or, prg est un groupe cyclique d’ordre p? — 1 d’aprés un théoréme du cours, qui
contient donc un élément a d’ordre 8.

. L’¢lément a de la question précédente est une racine primitive 8i¢éme. On a donc a® — 1 = 0 et
a* — 1 # 0. Ainsi a est racine de X8 — 1 mais pas de X* — 1 ; puisque X% — 1 = (X* - 1)(X* + 1)
on a que a est racine de X* 4+ 1 = ®g(X). Les autres racines primitives 8iémes sont a3, a® et a”, qui
sont également racines de X* — 1. Ainsi

P(X)=X'+1=(X —a)(X —a®)(X —a®)(X —d")

est scindé sur F p2-

. Le polynéme minimal de a sur F,, est un facteur irréductible de X 4 _ 1 de degré au plus 2. Ainsi ®g
est réductible sur IF,.



