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FICHE TD 6 - Produit de convolution. Transformée de Fourier. Séances 11-12.

Normalisation : la transformée de Fourier fd’une fonction absolument intégrable f est ici donnée par

) = / e f () da

—00

Parfois, dans ce qui vient ci-dessous, la fonction dont on prend la transformée de Fourier
n’est pas dans L;, mais elle est dans tous les cas dans L.

Exercice 1 - Fonctions indicatrices (ou fonctions caractéristiques). Soit I C R et

1 sizel
lf(x)_{ 0, siz¢l,

la fonction indicatrice (ou caractéristique) sur 1.

1. On pose I = [—%, %] Etablir par calcul direct que 17x1; est une fonction continue, qui est linéaire
par morceaux. Tracer son graphe.

2. Soit h(z) = —= si 2 # 0 et h(0) = 0. Etablir par calcul direct que Lj_1,1) * h est continue.
x
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Exercice 2 - Deux fonctions dans Lj .. Soient a et b deux nombres réels fixés. Soit f, donnée par
fa(z) = €. Justifier 'existence des produits de convolution suivants, puis les calculer :

(@) (falpo,+o00]) * (fol0,400]):
() 1—a,q) * (fol[0,00))s
(C) (1[7(1,(1} * fb)l[O,oo}

Exercice 3 - Convolée de Gaussiennes.

Pour (m, o) € R x R, on considere la fonction g, s : R — R définie par

1 _ (a=m)?

) = € 202
gm,o( ) 0\/%

1 +oo 22
On admet que / e 2dx=1.
d V21 J o
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1. Calculer / Im,o(z)dz.
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2. Montrer que gp s * gq,r = IptgJoTir?:



sinx
Exercice 4 La fonction sinc donnée par sinc(z) = est appelée sinus cardinal. Soit 1[_,, la
x b

fonction indicatrice de [—a, a].

1. Calculer la transformée de Fourier de %1[,%@].

+oo
2. Déterminer / sinc(x)dz.
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+oo
3. Déterminer / sinc?(z)dz.

—00

14z si—1<2<0,
4. Calculer la transformée de Fourier de la fonction triangle définie par f(z) = ¢ 1—z si 0<zx <1,
0 si |z]>1.
+00
5. Déterminer / sinc? (x)dz.
—0o0
Exercice 5 Soit H = 1|g [ la fonction de Heaviside.

1. Calculer la transformée de Fourier de f avec f(x) = xe *H(z).

2. Calculer la transformée de Fourier de f avec f(z) = 2"e " H (z).

Exercices supplémentaires

Exercice 6 On cherche une fonction f : R — R deux fois dérivable et solution sur R de I’équation
différentielle

—f"(@) + f(a) = 2. (E)

1. Montrer que, si f est solution, alors fsatisfait

NN YA 1
f(k):3(1+k2_4+k2>'

2. En déduire f.
Révision TD1 (indépendant du reste de l'exercice) : retrouver directement a partir de la formule
que vous venez d’obtenir pour f qu’elle est deux fois dérivable au voisinage de 0.

3. Donner toutes les solutions de (F). Pourquoi f est-elle la seule solution de (E) a laquelle aboutit
naturellement la procédure précédente (formelle en général) ?

Exercice 7 Soient kg € R et f: R — C (absolument intégrable).

1. Quelle est la transformée de Fourier de g avec g(x) = f(x) cos(koz) (en terme de la transformée
de f) 7

2. Tracer le graphe de la transformée de Fourier de g avec g(z) =1,_ 11 (@) cos(2mx).

Exercice 8 Calculer la transformée de Fourier de f avec f(x) =

Indication: on pourrait utiliser cos(a) = sin(§ — ).



