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Exercice 1

1) Est-ce que pour les séries de fonctions de terme général suivantes définies pour n > 1, on a
convergence uniforme? Justifier. 2pt

u, = cos(nz), z € [0,1].

Soit & = 0, alors u,(z = 0) = 1, qu’est terme général d’une série numérique divergente. Donc la
série de fonctions & terme générale u, ne converge pas simplement sur [0, 1] et donc ne converge
pas uniformément sur [0, 1].

2) Est-ce que pour les séries de fonctions de terme général suivantes définies pour n > 1, on a
convergence uniforme? Justifier. 2pt

v, =202, z € [0,1].

Pour z € [0, 1] fixé, la série est une série de Riemann convergente (2 > 1), donc la série de fonctions
a terme générale v, converge simplement. De plus, soit ||v,|| = sup,e(o 1) [va] = # < 00, qu’est
terme général d’'une série numérique convergente (critere de Riemann 2 > 1). Donc la série de
fonctions a terme générale v,, converge normalement sur [0, 1] et donc converge aussi uniformément
sur [0, 1].

Exercice 2

1) Est-ce que les intégrales suivantes sont convergentes? Justifier. 2pt
(o]

f(z)dz, avec f(z) = M

1 2

On a f positive, continue et bornée sur [1,00[. Donc l'intégral est impropre en x — oo. De plus
on a

(1)

xz

Car [ % diverge (intégral de Riemann), aussi [, f(z) dz diverge (théoréme de comparaison II).
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2) Est-ce que les intégrales suivantes sont convergentes? Justifier. 2pt

/1 g(x)dx, avec g(z) = $—2

On a g(x) positive, continue et bornée sur [1,00[. Donc, U'intégral est impropre en x — oc.

g(x) 4 —x
ez = Te

9(2) =400 O(55). Car fl % converge (integrale de Riemann), [~ g(z)dz converge egalement
(théoreme de comparaison II).

La fonction = —

est egalement positive, continue et bornée sur [1,00[, et donc

Remarque: De fagon directe, on peut aussi calculer floo x)dr = lime_,o0 fl x) dx avec

/ g(x)dr = / 2?e dr = —[27 e ") + 2 / ve tdr=—c?e “+e ! —2re ] + 2/ e “dx
1 1 1 1

=—cfe+elt—2ce+ 2 -2 = —cFe et —2ce+ 2 — 27 4 27!

=5e ' —(*+2c+2)e " (2)
Alors
/ g(z)dr = lim (5e ' —(F+2c+2)e ‘) =5e" < oo (3)
1 c—00
3) Est-ce que les intégrales suivantes sont convergentes? Justifier. 2pt
o 1
1 h(z) dzx, avec h(z) = né;v)

h est positive, continue et bornée sur [1, 00[. Donc, I'intégral est impropre en xr — o0. La fonction
T 1/(”22 = 1;1(;”2) est bornée pour x € [1,00[, et donc k() =40 O(7). Car [[° 4% converge

(integrale de Riemann), floo g(x) dx converge egalement (théoreme de comparaison II).

Exercice 3

1) On rappelle que la transformée de Fourier de ¢ est donnée pour ¢ absolument intégrable par
60) = [ e (o) do
R

Tracer les graphes pour les fonctions suivantes et calculer la transformée de Fourier pour: X
1pt graphe; 1pt f

f(z) =e* si x € [~1,1]; 0 sinon
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-2
f( ) / _.p f( )d /1 6(2_ip) — 6_(2_ip)
= e P* flx)dr = _
b R -1 2—ap
2(2 41
— (4 :;22?) sinh(2 — ip) (4)

Remarque: 2 —ip # 0 Vp € R.

2) On rappelle que la transformée de Fourier de ¢ est donnée pour ¢ absolument intégrable par
30) = [ e (o) do.
R

Tracer les graphes pour les fonctions suivantes et calculer la transformée de Fourier pour:
1pt graphe; 2pt g
2

g(x) =2 si x € [-1,1]; 0 sinon

. . - —ipr __ i d
On commence par considerer p # 0: En utilisant e = ;i €

~PT on peut fair deux integrations
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par partie

: ' : 2 1 2 [t
g(p) = / e " g(x)dx = / e P dy = [— e_’pl} — —/ xe "Prdx
R -1 p 1 P Ja
(ot 7 : . 1 . 1
— M — % |:g e—ipz:| _ 3 / e—ipm dx
p p p 1 P Ja

2 si 20 (i(e”? + e 1 <
_ 2sin(p) % (u +— [em]l_l)
p p p p
_ 2sin(p) 4602(1)) N 2_§< e i _ i) = 2sin(p) | 4002(1)) 3 4sir;(p)
p p p p p p
2 ) 4
= E(p2 —2) sin(p) + o cos(p) . (5)

Pour p=0on a

Alors

9p) = { 5/3 si p:Of (7)

Remarque: Car

2 ' 4 2 p3 4 p?
E(p —2) sin(p) + I? cos(p) =p—0 E@ —2) (p — g ]? — 5
=2 4+2+0()+ —2+40 —2+ (8)
TR TR (D -3
on a
2 4 2
lim (};(ﬁ —2) sin(p) + 3 COS(p)) =3 (9)

en fait g(p) est continue.

Exercice 4

1) On rappelle que les coefficients de Fourier de ¢ 2m-périodique continue par morceaux sont
donnés par l'intégrale sur une période (a quelconque) :
1 a+2m 1 a+2m
an(¢) = —/ cos(nz) ¢(z) dx by (@) = —/ sin(nx) ¢(z) dx .
a a

s ™

Tracer les graphes pour les fonctions 2m-périodiques suivantes puis calculer leurs coefficients de
Fourier. 0.5pt graphe; 0.5pt coefficients

f(z) = sin(2x) .
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1.0_—
0.5

! L ! ! X

4 -2 2 4
—0l5
-1.0:—

On a directement
1 si n=2,
w(f) =0 VneN, =44 50 (10)

2) On rappelle que les coefficients de Fourier de ¢ 27m-périodique continue par morceaux sont
donnés par l'intégrale sur une période (a quelconque) :
1 a+2m a+2x
an(d) = / cos(nz) ¢(z) da ba(@) = / sin(nz) ¢(z) da .
Tracer les graphes pour les fonctions 27-périodiques suivantes puis calculer leurs coefficients de
Fourier. 1pt graphe; 3pt coefficients

g(x) = [sin(z)].

Car g est pair on a b, = 0 Vn € N*. Pour les a, on fait le choice a = —7

a,(g) = %/ﬂ cos(nx) | sin(z)|dx = %/Ow cos(nzx) sin(z) dx (11)

—T
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En utilisant

sin(A) cos(B) = % sin(A + B) + % sin(A — B) (12)
on a donc
an(g) = %/OW(SiH((l +n)z)+sin((1 —n)z)) dx (13)
Donc, il faut distinguer
en=1
ar(g) = % /0 " (sin(20) dz — —% lcos(22)]7 = 0. (14)
o n+l
o)~ %/Oﬂ(sin((l + 1) 9) + sin((1— m)a)) do — _% [COS(iln:ll)x) B cos(;n_—ll)x) O
1 [cos((n+1)m) =1 cos((n—1)7
o ( n+1 a n—1 )
L= =1 (=) =1\ (=) —1n—1-n—1
_7( n+1 n-1 )‘ n? —1
_ 20+ (=D
T "
Donc on a
b, =0 VTLEN*, a2k+1:O, CLQk:m, Vk e N. (16)
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