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Compléments de Mathématiques

Fiche 0

Suites et séries à termes réels ou complexes

Exercice 1. Montrer qu’une suite de nombres complexes (un)n∈N est convergente si et

seulement si les suites réelles (Reun)n∈N et (Imun)n∈N sont convergentes.

Exercice 2. Montrer qu’une suite complexe qui converge est bornée.

Exercice 3. Soit z ∈ C.

a) Etudier la convergence de la suite (zn)n∈N.

b) Montrer que pour tout n ≥ 1,

zn − 1 = (z − 1)

n−1∑
k=0

zk.

c) Etudier la nature de la série
∑
n≥0

zn.

Exercice 4. Soit (un)n∈N∗ une suite complexe convergente. Montrer que la suite

(vn)n∈N∗ définie par vn = 1
n

n∑
k=1

uk est convergente.

Exercice 5. Soit (a, b, u0) ∈ C3 avec a ̸= 1 et soit la suite (un)n∈N de premier terme u0

qui satisfait la relation de récurrence un+1 = aun + b pour tout n ∈ N.

a) Trouver λ ∈ C tel que λ = aλ+ b.

b) Montrer que la suite (un − λ)n∈N est une suite géométrique.

c) Donner une expression explicite de un en fonction de n, pour tout n ∈ N.

d) Étudier la convergence de (un)n∈N.

e) Calculer

n∑
k=0

uk, pour tout n ∈ N.

f) Sous quelles conditions la série de terme général un est-elle convergente?

Exercice 6. Étudier la convergence de la suite
( n∑

k=0

(n2 + k)−1/2
)
n≥1

.

Exercice 7. Soit f : R → R définie par f(x) = 1
2 arctanx et soit (un)n∈N la suite définie

par u0 ∈ R et pour tout n ∈ N, un+1 = f(un).

a) Étudier la convergence de (un)n∈N en fonction de u0.

b) On suppose maintenant que u0 > 0. Montrer que la suite (un+1

un
)n∈N converge vers

1
2 .

c) Montrer que la série de terme général un est convergente.

Exercice 8. Soit a, b, c, d ∈ C, avec c ̸= 0, et la fonction définie par

f(z) =
az + b

cz + d
, pour tout z ∈ C \ {−d/c}.

a) À quelle condition portant sur a, b, c, d, la fonction f a-t-elle deux points fixes? On

suppose cette condition satisfaite dans la suite et on notera α et β ces points fixes.

b) On se donne z0 ∈ C \ {−d/c} qui n’est pas un point fixe de f, et la suite de premier

terme z0 et qui satisfait la relation de récurrence zn+1 = f(zn) pour tout n ∈ N.

Montrer que (vn)n∈N := ( zn−α
zn−β )n∈N est une suite géométrique.

c) On pose z0 = i et zn+1 = 1
1−zn

, pour tout n ≥ 0. Montrer que (zn)n∈N est bien

définie et étudier sa convergence.



Exercice 9. Donner la nature de la série de terme général un (convergence absolue,

semi-convergence, divergence, divergence grossière) avec

1. un =
n

n3 + 1
, ∀n ≥ 0;

2. un =
1

n+ 100
, ∀n ≥ 0;

3. un = ln
( n

n+ 1

)
, ∀n ≥ 1;

4. un = e−n, ∀n ≥ 0;

5. un = (−1)ne−
√
n, ∀n ≥ 0;

6. un = 1− cos(π/n), ∀n ≥ 1;

7. un = e−
(
1 +

1

n

)n

, ∀n ≥ 1;

8. un = ln

(
1 +

(−1)n

n+ 1

)
, ∀n ≥ 0.

Exercice 10. Considérons pour tout n ∈ N, un = anvn avec (an)n∈N une suite réelle

décroissante vers 0 et (vn)n∈N une suite complexe telle que la suite des sommes partielles( n∑
k=0

vk
)
n∈N est bornée.

a) Montrer que la série de terme général un est convergente.

b) Montrer que la série
∑
n≥1

einθ

nα
est absolument convergente si α > 1, est semi-

convergente si 0 < α ≤ 1 et θ ∈ R \ 2πZ, est divergente si 0 < α ≤ 1 et θ ∈ 2πZ

et est grossièrement divergente si α ≤ 0.

Exercice 11. Soit (un)n∈N une suite réelle positive et décroissante. Si la série de terme

général un converge, montrer que un =
+∞

o( 1n ).

Exercice 12. On pose pour tout n ∈ N, un =
(−1)n8n

(2n)!
.

1. Déterminer la nature de la série
∑
n

un.

2. Pour tout n ∈ N, donner un encadrement du reste d’ordre n de cette série.

Exercice 13. Discuter en fonction de α ∈ R+ la nature de la série de terme général

(−1)n−1

nα + (−1)n
.

Exercice 14. Pour n ∈ N, on pose wn = (n+ 1)3−n.

1. Écrire wn comme le terme général du produit de Cauchy de deux séries réelles que

l’on précisera.

2. En déduire l’existence et la valeur de

+∞∑
n=0

(n+ 1)3−n.


