Université Claude Bernard - Lyon 1 Semestre de printemps 2025-2026
Compléments de Mathématiques Durée: 2 heures

Examen final du mardi 12 mai 2026

Aucun document et aucune calculatrice ne sont autorisés durant l’épreuve. L’usage des téléphones est prohibé. La
justification des réponses et un soin particulier de la présentation seront demandés et pris en compte lors de la
notation.

Tous les exercices sont indépendants et peuvent étre traités dans n’importe quel ordre. Le baréme proposé est
uniquement indicatif, le total sur 25 points prend en compte la longueur du sujet.

Exercice 1. (~ 6 points)
On considere 'équation différentielle

f'(@) +af'(x) + f(z) = 0. (E)

On cherche les solutions de (F) qui sont somme d’une série entiere et vérifient la condition
f(0)=1et f'(0)=0. (cI1)

Supposons qu’il existe une fonction f, somme d’une série entiere de rayon de convergence R strictement positif
+oo
avec f(z) = Z anz™, solution de (E) avec (CI) sur | — R, RJ.
n=0
1. Calculer ayg, a;.
2. Trouver une relation entre a,, et a,,_s pour tout n > 2.
k
3. Montrer que Vk € N, aq, = (Q_k—lk), et agk+1 = 0.
4. Quel est le rayon de convergence de la série entiere obtenue ? Conclure.

5. Exprimer f a l’aide des fonctions usuelles.

Exercice 2. (~ 6 points)

On consideére la fonction
f: R — R

2
arctan (%)

5 six#0
x

si x=0.

T
1
9
1. Montrer que la fonction f est développable en série entiere en 0.
2. En déduire que f est C™ sur R et calculer £(*)(0) pour tout k € N.
3. Calculer le rayon de convergence ainsi que le domaine de convergence D de la série entiére associée au

développement de f.

2
4. Exprimer, en le justifiant, / f(x)dx comme somme d’une série numérique a expliciter.
0



1
t—1
Exercice 3. ( ~ 7 points) Pour z € R, on pose F(x) = / o t* dt.
0 n
1. Montrer que I’ensemble de définition de la fonction F est égal & |—1, +oo.

2. Montrer que la fonction F est de classe C! sur |—1,4+o0[ et calculer F’(z) pour x > —1.
Indication : Pour Uhypothése de domination, vous pouvez travailler sur des intervalles de type |a, +oo| avec

a>—1.

3. Calculer lim F(z). En déduire la valeur de F'(x) pour tout > —1.

r—+o0

Exercice 4. (~ 3 points)
Soit D = {(z,y) € R?*; 2* <y <z} C [0,1].
1. Dessiner D.

2. Calculer (en justifiant) // zy? dxdy.
D

Exercice 5. (~ 3 points)
Soit D = {(z,y) € R*; 0 <y <z, 2* +y* < 9}.
1. Dessiner D.

2. En passant en coordonnées polaires, calculer / / (22 — %) dady.
D



Correction de ’examen final 2025-2026

Correction de ’exercice 1 :

1. Supposons qu’il existe une fonction f somme d’'une série entiere de rayon de convergence R > 0 solution de

(E) avec (CI) sur | — R, R[. On a alors pour tout = €] — R, R],
+oo
flx)= Z anz™.
n=0

Comme, d’apres le cours, ag = f(0) et a; = f'(0) on déduit de (CI) que ag =1 et a3 = 0.

+00 too
. On a pour tout z €] — R, R], f'(z) = Z napz™tet f(z) = Z n(n —1)a,z" 2.
n=1 n=2
En remplacant dans (F), on obtient pour tout z €] — R, R|
+oo —+oo —+oo
Z n(n —1a,z™ % + Z na,z" + Z apz™ =0,
n=2 n=1 n=0
donc
—+o0 +oo +oo
Z(n +2)(n+ Dapqoz™ + Z na,x" + Z apx" = 0.
n=0 n=0 n=0
Par suite, Vo €] — R, R],
+o00
Z [(n+2)(n+ 1aniz + (n+ L)ap]z™ = 0.
n=0

Par unicité du DSE, on a alors pour tout n > 0, (n + 2)(n + 1)ap4+2 + (n + 1)a, = 0 cad pour tout n > 0,

Ap+2 = —%Han ce qui n’est autre que
Yn > 2, ap = ——ap—_2.
n
. Calculons a,,, pour tout n € N .
D’apres 2, on a
1
Vn>2 a4, =——0n_2 (1)
n
Soit n € N. Deux cas :
i) si n = 2k + 1 impair, on a d’apres (1), pour tout n > 3, donc pour tout k > 1, agx1 = —ﬁagk,l.

Comme a; = 0, on déduit alors (par récurrence simple) que

Vk 2 0, A2k+1 = 0.

ii) si n = 2k pair, on a d’apres (1), pour tout n > 2, donc pour tout k > 1, agy, = —iagk_g. On a alors
1
a2k = —ﬁazk&
1
a2k—2 = —ma%—zl

1

ay = 71&2.
1

as = —5&0.



En multipliant ces k égalités, on obtient pour tout k& > 1,

_ (—1)* (=¥
T 2x4x..x2k 2k |

a2k ag =

( comme ag = 1 d’apres 1).
Cette égalité reste vraie pour k = 0 et on a donc

(=D*

vk >0, 2k = 5

Par suite,

+oo +oo +o0 +oo (_1)k
_ n_ 2k 2%+l _ 2%k
Ve €] — R, R[, f(z)= T;)anx = ];)agkx + ;a2k+1x = ];) SRl ",

En remontant les calculs, on vérifie que f est solution de (E) avec (CI) sur | — R, R[ & condition que R > 0.

(=D*

. Calculons le rayon de convergence R de Z 2k = Z ckx% (avec ¢ = agg, pour tout k > 0).

2k k!
k>0 k>0

lére méthode : Soit Ry est le rayon de convergence de Z (_1)kxk = Z cpz®

. 1 y g Qkk' - k M

k>0 k>0
Calculons R;.
Regle de D’Alembert : on a ¢ # 0 pour tout k € N et
leka| 2% k! 1

=0.

ke N _ _ z
SN Al T Rl 2kt 1) kotee

Par suite R; = +o00 et donc Z ckxk converge absolument pour tout z € R.
k>0

En posant U = 22, on déduit alors que Z cUF = Z cpx®k converge absolument pour tout z € R.
k>0 k>0
D’olt R = 400 ( d’apres la caractérisation du rayon de convergence).

2éme méthode pour R : On va appliquer la regle de D’Alembert pour les séries numériques pour calculer R

directement.
Soit z € R.

Notons que pour z = 0, la série numérique E cpr?t = E cx0%* = ¢y = ag = 1 converge absolument (toute
£>0 k>0
série entieére converge absolument en x = 0).

Et pour & # 0, comme Yk > 0, cpz?F # 0, on peut alors appliquer la regle de D’Alembert pour les séries

numériques a E cpz®®. On a
k>0

oy 2| 2k k! 2? 1

2
— = — 1=0<1.
lcrz2"| 2F+1 (£ + 1) r ] - <

>
vk 20, 2(k + 1) k—+

Comme | = 0 < 1, on déduit de la regle de D’Alembert que Z crx?® converge absolument pour tout z € R*
k>0
et par suite pour tout x € R.

Par suite, d’apres la caractérisation du rayon de convergence, R = +400.

+oo k
-1
Conclusion : Comme R = +o00 > 0, on déduit que la fonction f tel que pour tout x € R, f(z) = Z (Qkk?' 2
k=0 '

est 'unique solution de (E) +(CI) sur | — R, R[= R sous forme de fonction somme d’une série entiére.

Remaque : C’est méme 'unique solution de (E) +(CI) d’apres Cauchy-Lipschitz linéaire.



5.

On va exprimer maintenant f a ’aide des fonctions usuelles.

On a pour tout z € R (R = +00),

k=0
oS z2
=5
N k!
k=0
12
=e 2

Correction de ’exercice 2 :

1.

2.

oo 2n+1
D’apres le DSE de arctan en 0 (Vu €R tel que |u| <1, arctanu = Z(—l)” Y ), on a

o 2n+1
Vr € R tel que ‘9;2 = @ <1 ie VreRtel que |z] <3, arctan <9§) = 2(—1)"%.
. e
Par suite, d’apres (2),
too in
vz €] - 3,3\{0}, f(z) = nz_%(—l)nm = 5(x)

(=D"

ou S est la fonction somme de la série entiere —_—
‘ 92n+1(2n 4 1)

n>

4 = E akmk de rayon de convergence R

k>0
avec

cor =%
— 7 sik=4n,neN T
Vk eN, ar = 92"+1(2n +1) ot ™ = 9%-‘,—1(% +1)

0 sinon 0 sinon.

si k est un mutliple de 4

On a de plus, S(0) = ag = § = f(0).
Par suite, f = S sur | — 3,3[=] —r,7[, donc f est DSEen Oet ona R >r =3.

a) Notons que f est C°° sur R* (ouvert) car arctan et x — x2 sont C°° sur R et u — % est C°° sur R*.

Et comme f est développable en série entiere en 0 d’apres 1., alors f est C°° au voisinage de 0.

En effet, comme S est C* sur | — R, R[ (propriété de la fonction somme d’une série entiére) et que
f=8sur]—3,3[=] —r,r[C] — R, R[, on déduit alors que f est C™ sur | — 3,3[ et donc au voisinage
de 0.

Par suite, f est C°° sur R.

b) Comme f = S sur | — 3,3, on a alors pour tout k¥ € N, f*) = §(*) sur | — 3,3[ et donc en particulier
pour tout k£ € N,

(—1) k! . .
f(k)(O) _ S(k)(O) — ko, = W%l) si k est un mutliple de 4
0 sinon.
1"
a) Calculons R le rayon de convergence de Z (-1) i,

2n-+1
= 9 (2n+1)

lére méthode :



Ona R>r =3 d’apres 1.
D’autre part, Vo € R tel que |z| > 3, Z

="
92T (an 1+ 1)

<‘z‘)4n
3
— +o0

B 9(2n + 1) n—s4o0

" diverge grossierement car

(_l)n x4n _
9201 (20 + 1)

par croissance comparée car % > 1.

On déduit alors que R < 3 et par suite R =3 = .

1 n
2éme méthode : Notons Z o (1) 4"

e
Z bz™.

n>0

= E b,z*™ et notons R; le rayon de convergence de
n>0

Commencons par calculer Rj.

Regle de D’Alembert : on a b,, # 0 pour tout n € N et

bopi] 927 2m41 1 1
PE TR T 02 2013 (5 92 noteo T 81
D’ou
1
R, =~ =8l 3)

L

Posons maintenant U = z*.

Comme Z bpx™ converge absolument pour tout x € R tel que |x| < Ry et diverge grossierement pour
n>0

tout = € R tel que |x| > R;, on a alors

Z bt = Z b, U™ converge absolument pour tout x € R tel que |U| = |2*| = |z|* < R; et diverge

n>0 n>0

grossierement pour tout = € R tel que |z|* > R;.

D’ou Z b,z*™ converge absolument pour tout z € R tel que |z| < &Ry (donc R > /R;) et diverge
n>0
grossierement pour tout z € R tel que |z| > Ry ( donc R < v/Ry).

Dot R = /Ry = 3 d’apres (3).
3éme méthode : D’Alembert pour les séries numériques (& faire).
On sait que | — R, R[=] —3,3[C D C [-R, R] =[-3,3].

_1)»
(-1) x;", pour i = 0,1 avec g = —3,

Reste a étudier la convergence de la série numérique Z m f

n>0

Tr, = 3. Or
(_1)71 4an (_1)n 4n
—— Xy = —— %] = u
Z 2n+1 0 Z 2n+1 1 Z Z n
= 9 (2n+1) = 9 (2n+1) = 9(2n + 1)

est une série alternée car pour tout n € N, (—1)"un = m > 0 avec |up| 2 0 et (|un|)nen =
n—-+oo

(m)neN décroissante (Vn € N, |up41| = 2n+3) < 9(271+1) = |upl).
Par suite, d’apres le CSSA, Z Uy converge. On en conclut que

n>0

D =[-3,3].



4. Comme f = S sur [0,2] C]—3,3[C]—R, R[ (ici ] — 3, 3[=] — R, R[), on peut alors, d’apres le cours, intervertir

intégrale et somme et on obtient

/02 flx)dx = /02 S(z)dx
- *i:” 92n+(1_(;r):+ ) / Rt

Z ( 1)77, |: 4n+1 :|
= ont1
92+ 1) [dn+1],

©= 2(—1)"16"
- Z < 9201 (20 + 1) (dn + 1)

+oo 9 16 n
- nz:% 9(2n + 1)(4n + 1) <_81)

Questions supplémentaires :
4. Montrer que S est continue sur D = [—3, 3].

Remarque : D’apres le cours, S est continue sur | — R, R[=] — 3, 3[. Reste & étudier la continuité de S en —3 et
3. Pour cela, on va montrer directement que S est continue sur tout [—3, 3] en utilisant le théoréme de continuité

de la fonction somme d’une série de fonctions.

_1)n
Considérons pour tout n >0, f, : ¢ — 92n+(1(221+1)m4m

Remarque : Notons que la série de fonctions Z fn ne converge pas normalement sur [—3, 3] car pour tout n > 0,
n>0

1
- 1 1 - . .
0 < [[fnllso,=331 = 5@n7Dy 2 e o la série de Riemann E>1 p diverge.
nz

On va utiliser le critere de convergence uniforme des séries alternées et montrer que E fn CVU sur [-3,3].
n>0

Pour tout z € [-3, 3], E fn(x) est une série alternée car pour tout n > 0, (—1)" f,(z) = m > 0 (garde
n>0
un signe constant), avec
4n
|z || 1 1
V>0, 0<|fo(z)=—0t (I < - 0
n20 0slh@=Gmam s T\ 3 ) @D S 0@ 1) et

ou on a utilisé le fait que % <1.
Par suite, nEIEoo | fr(x)] = 0.

D’autre part, montrons que (|f,(x)|)n>0 est décroissante. On a

1 n
Vn>1, |[fnpa(z)| = m|$\4( =

11 |z] 4n+4
S 92n+3\ 3

11 [ \*
< Z Ll )
T 92n+1\ 3

= [fn(@)|




An+4 4n

car 0 < % <1 (comme z € [—3,3]) et donc (%) < (%) car (u*)ren est décroissante pour 0 < u < 1.
Par suite, pour tout n > 0, |fry1(z)| < |fn(2)]-

D’ott (|fn(x)])nen est décroissante.

On a donc montré que pour tout x € [—3, 3], la série numérique Z fn(x) vérifie le CSSA et par suite converge

n>0
ie. Z fn CVS sur [—3,3] (on le savait déja d’apres 3. b)) et de plus pour tout € [—3, 3], pour tout n € N,
n>0
|Ry(2)] < | frs1(2)] et donc
Yn >0, sup |Rn(z)] < sup |faii(x)l]. (4)
z€[—3,3] z€[—3,3]

Comme Z fn CVS sur [—3, 3], montrer que Z fn CVU sur [—3, 3] revient & montrer que la suite de fonctions
n>0 n>0

reste (Ry,), CVU vers la fonction nulle sur [—3, 3]. Et donc d’apres (4), il suffit de montrer que (fy), CVU vers

la fonction nulle sur [—3, 3].

1 1
On apourtout n € N, 0 < sup |fn(z)]= sup 2|4 =

S S 50
2€[—3,3] 2€[—3,3] 92”+1(2n + 1) 9(27’L + 1) n—+o00
ot on a utilisé le fait que u + u*” est croissante sur R*, donc Vo € R tel que |z| < 3, |z[*" < 34" = 927,
D’out (frn)n CVU vers la fonction nulle sur [—3,3] et donc, d’apres (4), (R,), CVU vers la fonction nulle sur
[_3, 3]

Par suite Z fn CVU sur [-3,3].
n>0
On a alors

i) pour tout n > 0, f,, continue sur [—3, 3] (car polynomiale),

ii) la série de fonctions » _ f, CVU sur [-3,3].
n>0
Par suite, d’apres le théoreme de continuité de la fonction somme d’une série de fonctions, S est continue sur

[—3,3].

—+o00
. (="
5. En déduire la valeur de nz::l M1
On a
+o0
(="
St = =95(3
! nz::l o2n + 1 (3)
=9 lim S(x)
r—3~
=9 lim f(x)
r—3"
— 9 lim arctar;(%z)
r—3 €T

ol on a utilisé dans la 2eme égalité le fait que S est continue en 3 , dans la 3eme égalité le fait que S = f sur

]—3,3[.

Remarque : On aurait pu dire ici que S; =95(—-3) =9 lém)+ S(z) car S continue en —3 et continuer pareil.
rz—(—3



Correction de ’exercice 3 :

Voir TD.

Correction de Pexercice 4 : Soit D = {(z,y) € R? 22 <y < z}

Calculons I := // xy? dxdy.
D

Soit
f D - R
(z,y) — ay”.
La fonction f est continue sur D car polynomiale.

D’autre part, D est une partie élémentaire de R? car

D={(z,y) eR*} 0<2<1, gi(z)=2"<y<a=¢y(z)}

={(z,y) eR* 0<y<1, Ui(y) =y<z< iy}
avec ¢1, w2 continues sur [0, 1] et de méme ¥y et Uy continues sur [0, 1].
Par suite, d’apres le Théoréme de Fubini (généralisé aux parties élémentaires de R?), on a

lére fagon :

En intégrant par tranches verticales,

~
|

I

8
—
%
[——
<
I
8

QU
8

S—
i
8
—~
8
w
|
53
[=>)
SN—"
QU
5

1[5 28 e=t
—5[5-5),
1711
_3<5_8>
1
=10

2éme fagon :

En intégrant par tranches horizontales,



1 12 2
=§/Oy(y—y)dy
1[1/4 yST’:l

214 5],
111
2(45)

1
- =

Correction de I’exercice 5 : Soit D = {(x,y) eRL 0<y<az 22+y* < 9} .

1. Dessin de D.

2. Soit

f D — R
(zy) — a?—y
La fonction f est continue sur D car elle est polynomiale.

D’autre part, en utilisant les coordonnées polaires,

D:={(z,y) eR*} 0<y <z, 2> +y*> <9}

{(rcosf,rsinf); 0 <6 < %, 0<r<3}

10



Par suite, d’apres le cours, par passage en coordonnées polaires et Fubini,

[ reastyi= [[ @ =i)avay
_ (" 7%(cos® 6 — sin® )r dr | d
[ )

— (/03 3 dr) (/OZ(COSQGSiHQ 0)d9>

0
81 [sin(26) =%
4 2 0
81 ™ )
=3 (sm(f) —sin O)
_s1
-8

ot on a utilisé le fait que pour tout € R, cos® @ — sin? § = cos(26).

11



