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Exercice 1 (6 points)

1
(1+22)"
1. Etudier la convergence simple de la suite de fonctions (fy,)nens sur RT.

Pour tout n € N*, on considére la fonction f, : RT — R, z

2. En déduire que (f)nen+ ne converge pas uniformément sur RT.

3. Soit @ > 0. Etudier la convergence uniforme de (fy,)nen= sur [a, +ool.
+0o0

4. Calculer lim fa(t)dt.

n—-+o00 0

Exercice 2 (7 points)

x
Pour tout n € N*, on définit la fonction f, : Rt - R, z +— f,(z) = (—1)”ﬁ.
n+x
1. Montrer que la série de fonctions Z fn converge simplement sur RT.
n>1
2. Montrer que Z fn ne converge pas normalement sur R*.
n>1
3. Montrer que Z fn converge uniformément sur R*.
n>1
+oo
Dans la suite, on notera S := Z fn sur R,
n=1
4. Déterminer lim S(z).
T—>+00
5. Montrer que S est de classe C! sur RT et déterminer sa dérivée.
Exercice 3 (6 points)
3
n
Pour tout n € N*, on définit la fonction f, : R - R, z — f,(x) = ﬁxe_m.
n
+oo
On pose S := an
n=1
1. Montrer que le domaine de définition de S est RT.
2. Etudier la convergence normale de la série de fonctions Z fr sur RT.
n>1
1 (n + 1)3 —2 , . ,
3. a) Montrer que pour tout n > 1, !Rn (5)} > me , ou R, désigne le reste d’ordre n de
n
Z fr sur RT.
n>1

Indication : on pourra commencer par minorer ’Rn (%)} par une somme allant de n + 1 a 2n.

b) En déduire que Z fn ne converge pas uniformément sur R*.
n>1

Exercice 4 (3 points)
Déterminer le rayon de convergence des séries entieéres complexes suivantes :

a) Z(l +1i)"z b) Z En!))3z c) Zarctan (712—3> 2"

n n




Correction

Exercice 1 :

1. Convergence simple : Soit z € RT.
i) Si x =0, on a pour tout n > 1, f,(0) =1 Ainsi, f,(0) — 1.

n—+oo
1
ii) Siz >0, comme 1+ 22 > 1, (14 22)" Nl +00, et donc f(z) = Aty Nl 0.

Par suite, la suite de fonctions (f,) converge simplement sur R vers la fonction f : Rt — R
définie par

1 sixz=0

f‘xﬁ{ 0 siz#0

2. Non convergence uniforme : La fonction limite f n’est pas continue car pas continue en
0,(limy—o f(z) = 0 # 1 = f(0)) alors que les f, sont continues, ce qui ne pourrait pas avoir
lieu §'il y avait convergence uniforme d’aprés le Théoréme de continuité. (Une limite uniforme de
fonctions continues étant continue.) On obtient donc que (f,,) ne converge pas uniformément vers

f.

3. Convergence uniforme sur [a,+oo[ : Soit @ > 0. On a

1 1
vn>1,0< suwp |[fu(z)=f(z)|= sup fulz)= sup = =fula) — 0
z€[a,+o00] " x€la,+oo| " z€[a,+o00] (1 + x?)n (1 + a2)n " n—+00
ot on a utilisé le fait z — At est décroissante sur R et hIJl;l fn(a) =0 d’apreés 1.
€T n—+00

Par suite, (fn)n CVU vers f = 0 sur [a, +00].

4. Calcul d’une limite d’intégrale : Dans le cours il y a deux théorémes d’interversion limite
intégrale, mais un qui ne marche que sur un segment, donc on utilise 'autre : le théoréme de
convergence dominée. On a :

(i) pour tout n € N*, f,, est continue (donc continue par morceaux) car quotient de fonctions
polynomiales dont le dénominateur ne s’annule pas sur R ;

(ii) la suite de fonctions (fy), converge simplement vers f qui est continue par morceaux car
continue sauf en 0;

(iii) il faut maintenant vérifier I’hypothése de domination : On a Vn > 1,

1 < 1
(14 x2) = 1422

Vo >0, [fu(z)| = 1= g(z)
avec g continue et intégrable sur RT.
En effet, 0 < [;7 g(x)da = [arctan2]*Z)™ = T < +oc0.

Par suite, d’aprés le théoréme de convergence dominée, on a

i [ ()t = / " i £ (0t = / " eyt =0,
0 0

n—-+o0o 0 n—-+o0o

Exercice 2 : Considérons la série de fonctions Z fn dont le terme général est défini sur R™, pour tout

n>1
X

n? + 22’

1. Convergence simple : Soit z € RT.

n € N*, par la formule f,(z) = (—1)"

La série numérique Z fn(z) est une série alternée car pour tout n > 1, (—=1)" fu(z) = ;2752 > 0.
n>1

De plus, |fn(2)| = 7272 o 0 et la suite (|fn(z)|)n>1 est décroissante.

En effet, Vn > 1, comme 0 < n? + 22 < (n+1)? + 22, car u + u? est croissante sur R*, on a alors
0< 0 En multipliant par = > 0, on obtient

1 1
n+1)24x2 < n2+z2-

T X

21, 0< fun@) = g <@l = 5o



D’ou (| fn(x)|)n>1 est décroissante.

Par suite, d’aprés le CSSA, la série numérique Z fn(x) converge pour tout x > 0 et donc Z fn
n>1 n>1
CVS sur R et on a de plus pour tout z € RT et pour tout n € N*| |R,,(z)| < | fnt1(z)| et donc

Vn>1, 0<sup|R,(z)| <sup|fnti(z)]. (1)
x>0 x>0

Remarque : On aurait pu montrer ici la convergence absolue de Z fn sur RT puis déduire la
n>1

convergence simple de la série de fonctions mais dans tous les cas, on aurait eu besoin d’appliquer

le CSSA pour avoir I'estimation (1) pour montrer la convergence uniforme dans 3.

. Non convergence normale :
lére méthode :
On a pour tout n € N*,

x
0<su )| =sup ———= = su T
leglfn( )| SUp 2 le())gn( )
ot la fonction g_|fy| est Ct sur R* avec
2, .2 2 .2
n® +z° — z(2x) n® —x
Vo € RT, "(z) = = .
9gn(@) (n? + 22)2 (n? + 22)2

2

Comme, pour tout z > 0, n? — 22 >0 < 22 <n? < z < n, on a alors

n 1

iglg\fn(l’)’ = gn(n) = 2inZ  om

1 1
Par suite Z sup | fn(z)| = = Z — diverge car série de Riemann avec o =1 < 1 et donc Z fn ne
n>120 2= n>1

converge pas normalement sur R,

2éme méthode : Posons pour tout n > 1, z,, = % €RT. On a

Z fu(zn) = Z % diverge (2)

n>1 n>1

car série de Riemann avec a =1 < 1.
Comume,

Vn > 1, Sg}g|fn($)‘ > |fn($n)|7

on déduit de (2) que Z sup | fn(z)| diverge et donc que Z fn ne converge pas normalement sur
n>1720 n>1
RT.
. Convergence uniforme : Comme Z fn CVS sur Rt (d’aprés 1.,) montrer que Z fn CVU sur
n>1 n>1
R™ revient a montrer que la suite des fonctions reste (Rn)n>1 CVU vers la fonction nulle sur RT.

D’aprés (1), il suffit de montrer que (f,)n>1 CVU vers la fonction nulle sur R
Or d’aprés 2), lére méthode,

1
> < =5 )
Vn>1, 0< sup [fal@)l =5~ 2 0

On déduit alors que (fy,)n>1 CVU vers la fonction nulle sur R™ et donc, d’apres (1), (R,)n>1 CVU
vers la fonction nulle sur R™.
Par suite, Z fn CVU sur RT.

n>1



4. Limite de la somme en l’infini :

lére méthode :
On va appliquer le théoréme d’interversion de somme et limite.
Considérons A := RT non majorée, on peut donc essayer d’appliquer ce théoréme pour trouver la
limite de S en +oo0.
i) Montrons que ¥n > 1, f,, admet une limite finie quand x — +o0,.

Soit ng € N*.

T T 1

vV >0, ’fno(x)lzi ~ —=—- — 0.

n3 4+ x? a—+o0 12 3—+oo
Par suite, Yn > 1, lim f,(z) =0, finie.
T—r—+00

ii) La série de fonctions g fn converge uniformément sur A = R,

n>1
Par suite, d’aprés le théoréme d’interversion de somme et limite, S admet une limite finie en 400
et on a

lim S(z) lim an Z lim f,(z)=0.

T—r—+00 I*)#*OO T—+00

2éme méthode :
On a pour tout n > 1, S = S,, + R, sur R, donc en particulier pour n = 0,

S=28y+Ry surRT.
On a alors, en particulier, Vo > 0, S(z) = So(z) + Ro(z) = fo(z) + Ro(z) = 1 + Ro(z) avec
lim 1 =0 et d’apres le CSSA,

rx——+00 I

T x 1
va >0, 0 < Ro@l < @I =157 1 22 = 7 o520

Donc lim Ry(z) = 0.

T—+00
1
Par suite, lim S(z)= lim —+ lim Ryp(z) =0.
r—+00 Tz—+o00 I Tr—+00

5. Caractére C' de la somme : On va utiliser le théoréme de classe C! des séries de fonctions.
Vérifions les hypothéses :

i) On a pour tout n > 1, f, est de classe C' sur RT car quotient de fonctions polynomiales donc
C! sur RT avec le dénominateur qui ne s’annule pas sur R*. Et on a

n2—;v2

Vo >0, fo(r) = (*1)nm'

ii) La série de fonctions Z fn converge simplement sur R™ d’apreés 1.
n>1
iii) Montrons que la série des dérivées Z f! converge uniformément sur R*. Pour cela on va
montrer que Z fr, converge normalement sur RT™ (CVN = CVU).
On a
In? — 22| n? + z? 1 1

Vn>1, 0 <sup|fi(z) =s s =Sup-5-—5 S .3
n > \x1§8|fn(x)‘ mg% (n2 + 22)2 \mg% (n? + 22)2 xg% 2422 S 2

3)

ol on a utilisé I'inégalité triangulaire dans la premiére inégalité, et le fait que 22 > 0 dans la
derniére .
Comme Z 3 converge car série de Riemann avec « = 2 > 1, on déduit de (3) que Z sup |1 ()]
n>1 n>1720
converge ce qui n’est autre que la convergence normale de Z fr sur RT.
n>1
On a alors en particulier que Z fl, CVU sur R et donc sur tout segment de R™.
n>1



Par suite, d’aprés le théoréme des séries de fonctions de classe C1, S est de classe C! sur R et on
a pour tout € R :

+0o0 / +00 “+o0o n2 _ $2
S'(z) = an (z) = Zﬂl(x) = Z(_l)nﬁ-
(n? +x?)
n=1 n=1 n=1
Exercice 3 : 5
Pour tout n € N*, on définit la fonction f, : R = R, z — f,(x) = %xe*m
n
+o0
On pose S := Z fn et, pour tout n € N*, on notera R, le reste d’ordre n de cette série de fonctions.
n=1

1. Montrons que Dg = RT. On a pour tout n > 1, f,, est bien définie sur R.
Etudions maintenant la CVS dez fn sur R.

n>1
Soit x € R.
i) Siz <0,ona
3
n
> — —nx ~ —nx .
Vn > 1, fu(z) BT e e o +00
car lim e ™ = +4o0.
n—-+oo
Par suite, Z fn(z) diverge grossiérement.
n>1
ii) Si x =0, alors, pour tout n € N*, f,,(0) = 0 et donc Z fn(0) = 0 converge.
n>1
iii) Siz >0, 0on a
W21, 0< fula) = ——ae " = o() (@)
n=z1, \n$—n2+1$6 +—000n2.
limn? f(x) = 1 n’ e _ n3:E_O : )
car limn”f (x) = lim —5——we™" = lim -— = 0 par croissance comparée.
Comme Z — converge car série de Riemann de paramétre v = 2 > 1, on déduit alors de (4)
n>1 n
que Z fn(x) converge.
n>1

Ainsi, le domaine de définition de S est bien RT.

2. 1lére fagon : Posons pour tout n > 1, 2, = — € R™.
n’ 1 " nd o 1 1
On a pour tout n > 1, |fn(x,)| = me_ foder T=e o e #0.
Comme
Vn > 1, sup [fu(2)] > |falzn)],
zeRt
on déduit alors que sup |fn(z)] - 0 et donc (f,), ne CVU pas vers la fonction nulle sur R,
z€RT n—+00
Par suite, Z fn ne converge pas normalement (ni uniformément) sur R*.

n>1

2éme fagon :

On a pour
3
Vn > 1, su x)| = ——— sup xe """
On a pour tout n > 1, hy, : x = xe™ ™ est C! sur RT avec pour tout x > 0, b}, () = e (1 — nx).
On a ainsi, pour tout x > 0, hl(z) >0 <= 1—-—nx >0 <= z < % On en déduit que

1
sup hp(z) = hp(=) = —e™ 1 et par suite
x>0 n n

2

n
Yn>1, s = Lo etl£o
"= xeuRI:-|fn(x)| n2 17 note© a




et donc (f,), ne CVU pas vers la fonction nulle sur R™.

Par suite, g fn ne converge pas normalement (ni uniformément) sur R*.
n>1

3. On va montrer par une autre méthode que dans 2. que E frn ne converge pas uniformément sur

n>1
RT.
a) On a pour tout n > 1,
“+o00 3 2n 3 2n 3
1 k k 1 1 n
BO|- Y e L sy L
" k=n+1 TL( + ) k=n+1 n( t ) nk:n+1 (( n) + )
2n
L(n+1)*
>y 1
S nAn? 4 1° Z
k=n+1
(n+ 1)3672
~4nZ 41 7
ou on a utilisé le fait que les termes de la suite sont positifs, que n +1 < k < 2n et que
2n
1
k=n+1
o (n41? o, o, m s
b) Comme ngrfoo o ngrfoo yroi i ngrfoo 26 = +oo # 0, on déduit de a) que
1 P
|Rn ()] o 0. D’autre part, comme
V> 1, sup | Ra(e)] 2 [Ra(C)] 0
— -+
n_viglg n\L)| = N e

on déduit que sup|R,(z)] - 0 et donc que (R,), ne converge pas uniformément vers la

fonction nulle sur RT.
Par suite, E fn ne converge pas uniformément sur RT.
n>1

Exercice 4 :
a) Pour tout n € N*, on pose a, = (1 4 14)", et ainsi ]anﬁ =|1+i =Vv2 2 I = V2, donc,
n—-—+0oo

d’aprés le critére de Cauchy, le rayon de convergence vaut R = % =

S~

3n)!
b) Pour tout n € N, on pose a,, = E 7'1))3 =% 0, alors
n!
ant1|  (Bn+3)!  (n!)3 (3n+3)(3n+2)(3n+1) 27n3
an (Bn)! ((n+1)H3 (n+1)3 +o0 n3 n—+o00
On en déduit, d’aprés le critére de d’Alembert, que le rayon de convergence de la série vaut
_1_ L
R =7 57"

¢) Comme arctan x YT, ona alors

" 1 1 1
arctan ~ ~ —.
n2—3) +oo n?2 —3 400 n?

Ainsi, d’aprés le cours, le rayon de convergence de la série étudiée est le méme que celui de
E n~22". Or, toujours d’apreés le cours, E n=22" et E z" ont méme rayon de convergence, qui
n n

n
vaut donc R = 1.



