Chapitre 5

Intégrales multiples

Dans tout ce chapitre, K désigne R ou C.

5.1 Intégrales doubles

Considérons une fonction de deux variables f : A C R? — K continue, et une région D du
plan R?, bornée et contenue dans A.

Nous voulons définir I'intégrale de la fonction f sur D. Pour cela, nous allons utiliser ce que
nous connaissons déja : les intégrales de fonctions d'une variable.

Autrement dit, on va d'abord intégrer f par rapport a la variable x, en considérant la variable
y comme un paramétre. Le résultat de cette premiere intégration dépendra de la valeur du
"parametre" y. On intégrera alors ce résultat par rapport a y.

Bien entendu, on pourra faire la méme chose en échangeant les roles de = et de y; nous
verrons que cela donne le méme résultat.

Une des difficultés est de tenir compte de la géométrie de D qui peut étre un polygone
quelconque, ou un disque, ou la région délimitée par une courbe fermée trés compliquée...
Fixer la valeur de la variable y et intégrer par rapport a = revient a découper D en tranches
horizontales ; fixer la valeur de la variable = et intégrer par rapport a y revient a découper D
en tranches verticales.

5.1.1 Théoréeme de Fubini

(/fDéfinition 1

On appelle pavé de R? toute partie P de R? de la forme P = [a,b] X [c,d] avec a < b et
¢ < d. En d'autres termes, un pavé de R? est un produit de deux segments de R.
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v Théoreme 1
(Théoreme de Fubini, admis) Soit f : [a,b] X [¢,d] — K une fonction continue sur le pavé
[a,b] X [c,d]. Alors les fonctions

[a,b] — K

et

sont continues et on a

[ (7 s )= [ ([ s

La valeur commune de ces deux intégrales est appelée intégrale double de f sur le pavé
P :=a,b] x [c,d] et est notée

//Pf ou //Pf(x,y)da:dy.

77 Corollaire 1
Soit f : [a,b] X [c,d] — K une fonction a variables séparées, cad qu'il existe g : [a,b] — K,
h:[e,d] — K telles que

V(z,y) € [a,b] X [e,d], f(z,y) = g(x)h(y).

On suppose que g et h sont continues sur [a, b] et [c, d] respectivement, alors

//[a,b]x[c,d] Fa, y)dzdy = (/abg(f’@)d%’> (/Cd h(y)dy> :

4 Exercice 1
Calculer I'intégrale de la fonction f : (x,y) +— 2y sur le pavé P = [0,1] x [1,2].

Correction de I'exercice 1 :
On a f est une fonction a variables séparées avec V(z,y) € [0,1] x [1,2], f(z,y) = g(z)h(y)
avec g : ¥ — x continue sur [0,1] et h : y — y* continue sur [1,2]. Par suite, d'aprés le
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Corollaire 1,

| faydrdy =
[0,1]x[1,2]
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v Théoréeme 2

(Extension aux fonctions continues par morceaux) Soit f : [a,b] X [¢,d] — K une fonction
bornée. On suppose que

i) Va € [a,b], la fonction f(z,.) : y+— f(z,y) est continue par morceaux sur |c, d],

i) Vy € [e,d], la fonction f(.,y) : x — f(z,y) est continue par morceaux sur [a, b],
alors on a |'égalité

L2 o= [ [ )

Cette valeur commune est encore appelée l'intégrale double de f sur [a,b] X [c,d] et est

notée // flx,y)dxdy.
[a,b] X [c,d] ( )

5.1.2 Généralisation aux parties élémentaires, simples
Ww Définition 2
Une partie A de R? est dite élémentaire s'il existe a,b,c,d € R avec a < b et ¢ < d et des

fonctions o1, @9 continues sur [a,b] et ¢, 1)y continues sur [c,d] telles que w1 < ¢y sur
[a,b] et Yy < 1bg sur [c,d] et

Dans ce cas, l'intérieur de A est

A

{(z,y) R} a<x<b 1(x) <y < pa(x)}
{(z,y) eR* c <y <d, P(y) <z < a(y)}.
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LOExemple :
1. Le pavé [a,b] x [c,d] avec a < b et ¢ < d est une partie élémentaire de R? (évident).

2. Pour tout R > 0, le disque fermé
D(Ogz, R) = {(v,y) € Rz +y* < R*}
est une partie élémentaire de R? car
DOz, R) = {(z,y) e R —~R<z <R, —VR*— 22 <y < VR? — 2%}
={(z,y) e R, —R<y <R, —\/R?—y? < < \/R?—y?}

7y Théoreme 3

(Théoréme de Fubini généralisé) Soient A C R? une partie élémentaire et f : A — K une
fonction continue, alors si I'on note

A={(z,y) eER} a <z <b, pi(x)
={(v,y) €R* c <y <d, ¥1(y)

x=b y=p2(x) y=d x=12(y)
L[ @y da= [ [ f@ y)de ) dy.
r=a y=¢p1(x) y=c z=11(y)
La valeur commune de ces deux intégrales est appelée intégrale double de f sur A et est

notée //A f(z,y)dzdy.
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FIGURE 5.1 — Intégration par tranches verticales
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FIGURE 5.2 — Intégration par tranches horizontales

4 Exercice 2
On note T' = {(x,y) € [0,1]% y < x}. Calculer // 2y dady.
T

Correction de I'exercice 2 :

FIGURE 5.3 -T

Comme f : (x,y) — 2%y> est continue sur R? car polynomiale et donc en particulier continue
sur T avec T partie élémentaire de R? car

T={(z,y) eR¥0<z<1,0<y<a}t={(z,y) eR}0<y<1, y<z <1}

avec 1 : ¢ — 0, @9 :  — x continues sur [0,1] et ¢ : y — ¥y, 1y : y — 1 continues sur
[0, 1], on a alors d'aprés le Théoreme de Fubini généralisé, Théoreme 3 :
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lere facon : intégration par tranches verticales

// Pdudy = /1 (/0 x2y3dy) dz

1 479=*
= [ 2? [y] dx
0 =
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2éme facon : intégration par tranches horizontales

gﬁ’ Définition 3

[+ 3dxdy—/1(/y ygdx>d
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Soit A une partie élémentaire de R?. Alors on appelle aire de A la quantité

gExercice 3

On considére T' = {(x,y) €

/ dxdy.
A

[0,1]%; 2 +y < 1}. Calculer I'aire de 7.
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P1(x) =0

FIGURE 5.4 -T

Correction de I'exercice 3 :
T est une partie élémentaire de R? :

T={(ry) eR0<2r<1,0<y<l—a}={(z,y) eR%0<y<1,0<z<1 -y}

avec @1 : ¢+ 0, @9 : x — 1 — x continues sur [0,1], de méme ¢y : y+— 0, oy — 1 —y
continues sur [0, 1].
On a alors d'apres Définition 3 et le théoréeme de Fubini généralisé, Théoreme 3 :

Aire(T) = //T dxdy = /01 (/Ol_x dy) dx = /01(1 —z)dr = [—(1_233)21::0 = ;

(On a intégré ici par tranches verticales, on aurait pu aussi intégrer par tranches horizontales.)

4 Exercice 4
Calculer I'aire du disque fermé D(0Ogz, R) pour tout R > 0.

Correction de I'exercice 4 Soit R > 0. On a vu, dans I'Exemple aprés Définition 2, que le
disque fermé D(Ogz, R) est une partie élémentaire de R? car

D(0g2, R) = {(z,y) e R% —R<z <R, —VR? — 22 <y < VR? — 22}
—{(r,y) ER}-R<y <R, —\JR — 2 <z < \/R? -2},
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On a alors d'apres Définition 3 et le théoreme de Fubini généralisé, Théoréme 3 :

Aire ORQ //
RQR
R2—22
- (/ >dx
R2_x2
:/ 2V R? — 22dx
“R
R
:4/ VvVR? —22dx
0
:432/5\/ 1 — sin26) cos 0 df
; (1 — sin® 0) cos
:4R2/2c0829d9
0

_ 4R’ / 2 1 cos(20) C;Sm) d6
0

dxdy

vl

= 2R? {9 + E sin(20)]
2 0
=nR?

ol dans la beme égalité, on a fait le changement de variable x = Rsinf <— 0 = arcsm(ﬁ),

dszcos@dQet$:0<:>9:O,x:R<:>0:g.
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gf Définition 4

Une partie A de R? est dite simple si elle est réunion d’une famille finie non vide de parties élé-

mentaires d'intérieurs deux a deux disjoints, i.e. s'il existe Ay, ..., A,, des parties élémentaires
de R? avec (n € N*) vérifiant

A=JA; etVij=1,..n itj= AnNA =0.
=1
%Définition 5

n
Soit A est une partie simple de R?, avec A = U A; ou les A; sont des parties élémentaires.

i=1
Si f: A — K est continue, on appelle intégrale double de f sur A le scalaire

//A f(z,y)dzdy = Zn:l//A F(z,y)dzdy.

v¢ Proposition 1

Soit A une partie simple de R%. Pour toutes fonctions f, g : A — K continues, pour tous
ApeK ona

i) //A M (x,y) + pg(x,y)) dedy = )\//A f(z,y)dxdy + M/Ag(x,y)dxdy,
ii) Si f est a valeurs positives, alors //A f(z,y)dxdy > 0,

iii) Si f est a valeurs positives et // f(x,y)dxdy = 0, alors f est nulle sur A,
A

) |[[ £ ydedy| < [ £ pldody.

v Proposition 2

Soient A, B deux parties simples de R? et f: AUB — K continue. Si ;1 N é = (), alors

//AUB fw,y)dedy = | /A f(,y)dady + //B f(x,y)dxdy.
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5.2 Intégrales triples

¢ Définition 6

(Théoréme de Fubini en tranches) Soit A une partie de R* décrite en "tranches" :
A={(z,y,2) €ER* a<2<b et (x,9) €D}

oli a, b € R avec a < b, et pour tout z € [a,b], la tranche D, est une partie simple de R*.
Soit f : A C R* — K continue, on définit alors I'intégrale triple de f sur A comme

///A f(z,y, 2)dzdydz = /ab (//Dz f(z,y, Z)dxdy) dz.

v Proposition 3

(Théoréme de Fubini en piles) Soit A une partie de R® décrite en "piles" au dessus d'une
partie simple D de R? :

A={(z,y,2) €R® (z,y) €D et a(z,y) <2< B(x,9)}

ol D est une partie simple de R? et a et /3 sont deux fonctions continues sur D.
Soit f : A — K continue. Alors l'intégrale triple de f sur A est

///A f(z,y, z)dedydz = //D (/6(%?) f($7y7z)dz> dzdy.

a(z,y

ﬁDéfinition 7
Soit A une partie de R* décrite en "piles" ou "tranches" (cf. Définition 6, Proposition 3),
alors le volume de A est donné par // dxdydz.

A

() Remarque 1

Si f est une fonction continue, positive sur D, partie simple de R?, alors

//D f(z,y)dxdy = Vol(A)

ou

A={(z,y,2) €R? (z,y) € D, 0 < z < f(x,9)}.



5.2. INTEGRALES TRIPLES 11

?

)

e

x

(

FIGURE 5.5

4 Exercice 5
On considere le tétraedre Ty = {(x,y,2) € [0,1%; z +y + 2 < 1}.
Calculer Vol(T3).

Correction de I'exercice 5 :

Pour tout z € [0, 1], considérons

T. = {(z,y) € R (z,5,2) € T} = {(z,9) € 0,15 z+y < 1-2} = {(a,y) €
[0,1—2]% o +y <1— 2z} (triangle).

On a alors

T3 ={(z,y,2) ER*; 0< 2 <1 et (z,y) € T.}

avec pour tout z € [0,1], T, est une partie élémentaire de R? car pour z € [0, 1],

—{(z,y) eR%0<y<l-z0<w<l-z-y}
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Par suite, d'apres Définition 6 (Fubini en tranches) et Définition 7,

Vol(Ty) = / ( // dxdy) dz

- /O (Aire(T}))d=
= /01 (1 _22)2dz

(1—2)°
2

ou on a utilisé le fait que I'aire du triangle T, n'est autre que

2éme facon :

Vol(Ty) = / / /T drdyd

1(// dxdy)dz
120 ( 1”dy>dx>dz

1 1-2z
1—z—x)d:v>dz

:/01[ 1—2—%2]z - Zdz
(1—

I
S— S— >—

O

=0

:gExercice 6

Pour R > 0, on considére, dans R?, la boule fermée (pour la norme || . ||2)
By(Ogs, R) = {(z,y,2) € R 2% +y° + 2* < R?*}.

Calculer Vol(Bz(0gs, R)).
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Correction de |'exercice 6 :
Pour tout z € [—R, R], considérons

D, ={(z,y) € R* (z,y,2) € B3(0gs, R)} = {(z,y) € R* 2>+ y*> < R* — 2%}
= EQ(ORQ, V R2 - 22) = D(ORZ, V R2 - 22).

On a alors
By(Ops, R) = {(z,y,2) e R®; —R< 2 < R et (z,y) € D.}

avec pour tout z € [~R, R], D, = D(Op>, V' R? — 22) est une partie élémentaire de R* (voir
Exemple apres Définition 2).
Par suite, d'apres Définition 6 (Fubini en tranches) et Définition 7,

Vol(By(Ogs, R)) = / / /E oy ez
R3 >

:/_;(/Dzda:dy>dz

= Aire(D,)dz

ol on a utilisé le fait que I'aire du disque D(Og2, v R? — 22) = m(R* — 2%) d'apres Exercice 4.
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(8) Remarque 2

Soient B C A C R? (resp. B C A C R?) avec A, B deux parties simples de R? (resp

A, B deux parties décrites en tranches ou piles dans R?) et tels que Aire(A\ B) = 0 (resp
Vol(A'\ B) =0).

On a alors pour toute fonction f : A — K continue,

//Af(a?,y)dxdy://Bf(x,y)dxdy
(resp. ///Af(x,y,Z)dxddeZ///Bf(a:,y,z)da:dydz),

(8) Remarque 3

Bien sir, toutes ces définitions se généralisent a des domaines de R", n > 1. Le théoreme

de Fubini ramene le calcul d'une intégrale sur un domaine de R™ au calcul de n intégrales
successives sur des intervalles de R.
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