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DENSITE
— complément au Chapitre 2. Topologie —

NB Ce texte est un complément au cours. Les notions présentées ici seront reprises en L3 dans
le contexte plus général des espaces métriques. En L2, elles ne seront pas approfondies.

Le cadre pour est celui d’'un espace normé (£, || ||).

Lintuition derriére la définition qui suit est quun ensemble B est dense dans I'ensemble A si
«les points de B sont partout dans A ». Cette intuition est confirmée par la propriété (iv) de la
premiere proposition.

Définition. Si B C A C F, Best«densedans A»si B = A.

Remarque. Comme, par hypothése, B C A, nous avons automatiquement B C A. Par consé-
quent, dans la définition ci-dessus la propriété essentielle est I'inclusion inverse A C B.

Proposition. Si B C A C F, les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) Bestdensedans A.

(i) A C B.

(iii) Pourtouta € A, il existe (z*) C B telle que 2* — a.

(iv) Pourtouta € Aettoutr > 0, il existeb € Btelqueb € B(a,r).

Démonstration. «(i)=(ii) » Nous avons A C A = B.

« (ii)=(iii) » Soit @ € A. Alors a € B. En utilisant la caractérisation séquentielle de B, il existe
une suite (z*) C B telle que z* — a.

« (iii)=>(iv) » Soient a € Aetr > 0. Soit (z*) C B telle que z*¥ — a. En utilisant la défini-
tion de la convergence des suites, il existe k tel que Hx’f — aH < r,Vk > ko. En particulier,
|z*o — a|| < r,etdonca* € Betz* € B(a,r).

«(iv)=(ii) » Pour tout k > 1, il existe 2* € B tel que 2* € B(a, 1/k). Nous avons (2*);>; C B
et

1
Ongk—aH<E—>O,

dotz* — a.
«(i)=@{)»Si A C B,alors Ac B=B. O
Voici des exemples fondamentaux d’ensembles denses.

Proposition.
1. QestdensedansRR.

2. Plus généralement, Q" est dense dans R™” muni d’'une norme.



3. SiU est un ouvert de R” muni d’'une norme, alors Q™ N U est dense dans U.

Démonstration. Les preuves vont reposer sur le critere (iii) de la proposition précédente.

1. La conclusion suit du fait que tout nombre réel a est la limite d’'une suite (z*) de nombre
rationnels. (Par exemple, sil'écriture décimale de a esta = m, c;cycs . . ., on peut prendre 2° =
m, xt =m,c, 2? = m, cica, etc.)

2.Soita = (a1, ..., ay,). Dela question précédente, il existe des suites ()~ de nombres ra-
tionnels telles que z% — a;lorsquek — co,pourj = 1,...,n.Enposantz® == (zf,25,.. ., zf),

nous avons =¥ € Q. Par construction, la j¢ coordonnée de z* est xf, qui vérifie xf — aj, avec
a;la je coordonnée de a. Comme, dans R” muni d’'une norme, la convergence d’une suite équi-
vaut a la convergence sur chaque coordonnée, nous obtenons que z* — a.

3. Soita € U. Soit () C Qm telle que 2* — a. (Voir la question précédente.) Soit r > 0 tel
que B(a,r) C U. Soit ko tel que ||2* — a|| < r,Vk > ko. Sik > ko, alors z* € B(a,r) C U.
Ainsi, la suite (2%) >y, vérifie (2%)i>p, € Q" N U et 2% — a, d’ott la conclusion. O



