UE MAT2094L Analyse 4
Chapitre 5. Différentielle
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Motivation Cadre : f :R—R, aeR
f(a+h)—17(a)

f dérivable en a < 3f'(a) = ’I7imo
_ _ £
— Lirrz) fla+h) flSa) fila)h =0 < f(a+h)-f(a)—f'(a)h=o(h)

V.

Définition (différentielle) Cadre : f: U— F, U ouvert de R", a€ U, F normé

- f est différentiable en a &= 3T :R" — F linéaire telle que
f(a+h)—f(a)—T(h)=o(h) (dans R, T(h)=~f'(a)h)
- Si T existe, on note d,f = T, daf (h) = T(h)

Lycée, L1 : dérivée; L2 : différentielle dans R” (ou un espace normé de
dimension finie); L3 : différentielle dans un espace normé

Exercice =

Préciser et prouver : f différentiable en a = f continue en a
V.

™ = = = Tyt
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by
(courbe y = f(x))
fla+h)
o(h) = he(h) (petit reste)
(accroissement 7 (tangente)
de la fonction) i '
‘ JF'{a)h (terme linéaire)
a
fla) A
-~
=
a a+h o
(accroissement

de la variable)

Figure. Le b.a-ba du calcul différentiel :
Ha+h) = f(a) = f'(a)h + he(h).
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Cadre
U ouvert de R", F normé, f:U—F, aeF, je{l,...,n}

Définition (dérivée partielle)

. of
Sous réserve d'existence, 6_(3) =0;f(a)
"
d
= la dérivée en aj de x;— (a1,...,3j-1,Xj,3j+1,-..,an)
(«dfsurdx;»ou«djfy)

Exercice =

Déterminer

of
. &(1,2), avec f(x,y):=x%y

. a3f(1,0,2), avec f(Xl,Xz,X3) =|x1+x2 — x3|
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Proposition (différentielle et dérivées partielles)

Si f est différentiable en a, alors f a des dérivées partielles en a et

0, (3) = daf (&), daf (h) = 3. hyd;f(a)
j=1

Corollaires
- La différentielle d,f, si elle existe, est unique

- da(f +g) =daf +da.g (préciser I'énonceé)

Théoréme (dérivées partielles continues et différentielle)

Si F=R (ou R™), f a des dérivées partielles en tout point de U, et si les
dérivées partielles sont continues en a, alors f est différentiable en a

Définition (fonction de classe C!)

f est de classe C! si et seulement si les dérivées partielles 0,f existent et
sont continues (f € C1(U;F))
- - - V‘(J
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« Encodage » de la différentielle

But : décrire la différentielle via un vecteur ou une matrice )
Exercice =

Sif:U—R", f=(f,...,f;m), alors f est différentiable si et seulement si f;
est différentiable, j=1,...,m )

Définitions (gradient, matrice jacobienne)

01f
0>f

- Si f: U— F est difféerentiable, Vf:=| . (« nabla » f)
onf

- Si f:U—R™ est différentiable, Jf:=| : 5
a]_fm a2fm e anfm
(« matrice jacobienne » de f) )
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Formules « compactes »
- Si f:U— F est différentiable, d,f(h) = hVf(a), Vae U, VheR"
- Ou, en écrivant les points de R" & la verticale,
daf(h)=h-Vf(a), Yae U,V heR"
- Si f:U—R™ est différentiable, d,f(h) = ht[Jf(a)], Vae U, YheR"

- Ou, en écrivant les points de R" et de R™ & la verticale,
daf(h)=Jf(a)h, Vae U,VheR"

- Convention la plus utilisée : vecteurs a la verticale dans les formules
compactes

Exercice = (formule de Taylor a I'ordre 1)

Préciser les hypothéses et montrer les formules « de Taylor a I'ordre 1 »
suivantes

- f(a+h)="f(a)+h-Vf(a)+o(h)
- f(a+h)="f(a)+Jf(a)h+o(h)

V.
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La régle de la chaine au lycée
f:l—J, g:J—Rdérivables = (gof)'(a)=g'(f(a))f'(a)

Théoréme (régle de la chaine)

V ouvert de R™, G espace normé, f:U—V, g:V — G.Si f est
différentiable en a et g est différentiable en f(a), alors gof est
différentiable en a et di(gof) = (df(a)g) o (daf)

Exercice *
Préciser les énoncés et montrer les propriétés suivantes
- Si T:R"— F linéaire, alors d, T(h) = T(h)
. d
- Si vl U, ZA((1- )x+y) = (x= ) [(VA((1 - O)x+ )]
- da(fg) =f(a)d.g + g(a)daf (composer le couple (f,g) et (x,y)— xy)

- Ecrire la formule de d;(gof) en fonction des dérivées partielles de f, g
v
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Exercice *

Préciser les questions posées et y répondre
- Que devient la régle de la chaine si n=17
- Calculer la dérivée de t — f(t,t?)

- Calculer les dérivées partielles de (r,0) — f(rcos@,rsin0)

Théoréme (des accroissements finis)

Si f: U — R est différentiable, et [x;y] < U, alors
- Il existe z € [z;y] tel que f(y)—f(x)=(y—x)-Vf(z) (« TAF »)
() = F()] = 5uPLepey IVF(2)]HlIx = ylly (< IAF »)

Exercice ==
Si f:R" — R™ est différentiable et d,f =0, YaeR", alors f est constante )
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