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M ' otivation, définitions
f:lcR—Fvsf:UcR"—> F
- Sif:lcR—F, f est deux fois dérivable si f et f' sont dérivables
- Quid si f: UcR"— F7? f est difféerentiable s'il existe U € a— d,f
- f deux fois différentiable si U3 a— d,f € Z(R"; F) est différentiable

- Point de vue correct mais conceptuellement difficile, qui sera
développé en L3 (avec U c E et E normé quelconque)

- Compromis L2 : adopter un point de vue qui ne marche que pour
U cR" et repose sur les dérivées partielles

Définition (dérivées partielles)
- Si f=f(x,y,z,...), sous réserve d'existence,
0*f 0*f a3f

=0, 0xf =0, (0xf 02 =0, (0, f 8,(8°F
dyox ()yy}/()aag()

- L'« ordre » d’une dérivée partielle est le nombre de dérivations
partielles qu'elle comprend |




Définitions (fonctions k fois différentiables et de classe CK, k =2)

- f est « k fois différentiable » si elle a des dérivées partielles d'ordre
1,2,...,k—1 et si les dérivées partielles d'ordre k—1 sont différentiables

- f est « (de classe) C¥ » si elle a des dérivées partielles d'ordre
1,2,...,k et les dérivées partielles d'ordre k sont continues (f € C)

- f est « (de classe) C® » si elle a des dérivées partielles de tout ordre,
continues (f € C*®)

Exercice =
. Si F=R™, fe Ck = f k fois différentiable
- Si F=R™ et ¢ <k, f k fois différentiable = fe C’

Exercice * * *
- Les conclusions de I'exercice précédent sont vraies pour F quelconque
- f deux fois différentiable < f est différentiable et
Usa—dyf € Z(R";F) est différentiable

£




Théoréme (de symétrie) de Schwarz

0’f  8°f
0x;0xp B 0xp0x;
Plus généralement, si f € Ck(U;[Rm), I'ordre de dérivation ne compte pas
dans les dérivées partielles d'ordre < k

Si fe C2(U;R™), alors

l1<j,p<n

Un résultat plus général (niveau L3)

Si f: U— F est deux fois différentiable et v,w € R", i (6—f) = i (a—f)
ow \ov ov \ow

V.

Notations compactes

Sia=(ay,....,an) EN" et x=(x1,...,Xn) ER" : (i) x¥:=x{"x32...xp" ; (ii)

lal:=ai+--+ap; (i) al =(a1)!---(an)!; (iv) sous réserve d'existence,
aan 6(1,,4 ay
0% =—F5—F5—...— 1

Oxp" 0x, "1 0x; !

o’
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Formules de Taylor-Young pour des fonctions de plusieurs variables
- Pendants des formules analogues vues pour les fonctions réelles

- Elles peuvent étre avec point intermédiaire, avec o, avec reste intégral
V.

Formule avec point intermédiaire dans R
Si g:[0,1] — R est k fois dérivable, il existe ¢ €]0,1[ tel que

g(1)=$g(0)+%g'(o>+~-+(k_ll)!g“-”w) —80(¢)

- ¥ 56900+ 152

j<k-1

Exercice *
Si f:U— F est k fois différentiable et [x;y] < U, alors
t—g(t):=f((1-t)x+ty) est k fois dérivable et
. J!
gi(t)= Y 2 SON((1-Dx+1y)(y-x)% V01, vOsjsk
lal=j




Formule de Taylor-Young avec point intermédiaire
Si f:U—R est k fois différentiable et [x;y] < U, alors il existe z €]x; y[ tel
que

()= X 0" F(x)y-x)T+ ¥ 0" (z)(y-x)°

laj<k-1 &% lal=k &°

Cas particuliers

- Si f est différentiable, il existe z €]x; y[ tel que
f(y)=7f(x)+[VFf(2)]-(y—x) (on retrouve le TAF)

- Si f est deux fois différentiable, il existe z €]x; y|[ tel que

Fy) = FO)+ [TFCOL- (v =)+ 3 (HeF)y )] (v =)

ou Hyf = (aiajf(a)){"il
en a)

" est la « matrice hessienne » de f (évaluée

.....

V.

A

= = = = =



Définition (o(llAl))
Si f:V\{0}— G, avec F, G normés, Vc F ouvert et 0€ F, et ceR,

f(h) = o(Ihl) si Lﬂ% _

En particulier, f(h) = o(h) si et seulement si f(h) =o(lhll)

Formule de Taylor-Young avec o
Sif:U—R, feCk, alors

f(x+h)= Y ila“f(x)h%o(nhnk), VxeU

la|lsk %*

Un résultat plus général (niveau L3)

La formule ci-dessus reste vraie pour f: U— F, f k fois différentiable




Formule avec reste intégral

Sig:[0,1] =R, g€ Ck, alors

L R 1 ! 1
5= 5890+ gy [ 0-0 89 0a
Exercice =

Si feCk, alors t— f((1-t)x+ty)e Ck

Formule de Taylor-Young avec reste intégral

Si feCket[x;y]c U, alors

fy)= 2 a—f’“ () (y =x)*

lalsk-1

+k Y / ) LY F((1— t)x + ty) dt(y — x)©

jal=k @'

P
= = =




Un résultat plus général (niveau M1)

La formule ci-dessus reste vraie pour f: U— F, f € Cck

Exercice = *
- Ecrire la formule ci-dessus si k =2, en fonction de Vf et Hf

- Ecrire les trois formules de Taylor-Young si n=2, k=2 et f = f(x,y),
en fonction de 0xf, 0,f, 0x0xf, 0x0,f, 8,0, f
(Changer les noms des points x et y!)

Définition (matrice hessienne)

Si f: U— R est deux fois différentiable, la « matrice hessienne » de f en
a€ U est la matrice symétrique

0,05, F(3) 0x,05,7(3) ... 0x0x f(a)

i=1,...,
Hyf = = (axpaxj-f(a p=1 g

,,,,,

0x,0x,f(a) 0x,0x,f(a) ... 0x,0x,1(a)

™ = = = Tyt
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